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According to Brønsted’s1 definition of acids and bases
L. any neutral molecule or ion which can split off a 

proton is called an acid, and any neutral molecule or ion 
which can take up a proton is called a base. When

A^±B + H+,

A is an acid and B the corresponding base. The proton being 
unable of independent existence, an acid can only give off 
a proton to a base. Thus the characteristic acid and base 
function is the transference of protons from the acid to 
the base. Brønsted2 calls this a protolytic reaction.

It has been found, especially by Brønsted and his 
coworkers, that many reactions are catalyzed by acids or 
bases in general, that is, all sufficiently strong acids or 
bases catalyze, and the effect increases with increasing acid 
or basic strength. Brønsted3 has developed a theory of 
general acid and basic catalysis. According to this the velo­
city depends on the velocity of transference of protons between 
the substrate and the catalyst.

One of the best known forms of reversible isomerisa­
tion is that characterized by the change of position in the

1 Brønsted, Rec. trav. chim. Pays-Bas 42 (1923) 718.
2 Brønsted, Z. angew, Chem. 43 (1930) 229.
3 Brønsted, “Om Syre- og Basekatalyse” Festskrift. University of 

Copenhagen. (1926). — Chem. Reviews 5 (1928) 231. — Trans. Faraday 
Soc. 24 (1928) 630.
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molecule of a hydrogen atom. Lowry1 has called this form 
of isomerism prototropy.

From the work in this field it seems justified to con­
clude that the hydrogen atom cannot move spontaneously 
from one place in the molecule to the other. Isomerisation 
can only take place in the presence of an acid and a hase. 
The prototropic molecule gives off a proton to the hase 
and receives one in another place of the molecule from 
the acid. In addition, a rearrangement of valency electrons 
in the molecule takes place. This point of view has been 
discussed more thoroughly in another paper which is ready 
for publication. Thus the prototropic change depends on 
protolytic reactions. Consequently prototropic isomerisations 
show general acid or basic catalysis or both. This has been 
experimentally established in a number of cases. The muta­
rotation of glucose2 and the énolisation of acetone3 are 
catalyzed by both acids and bases. The énolisation of 
acetoacetic ester and acetoacetic acid are only catalyzed by 
bases.4

In this paper it is shown that the prototropic isomeri­
sation of aliphatic nitrocompounds to the aci-form

GHNO2->>C:NOOH

is catalyzed by bases in general.
Junell5 has studied the velocity of bromination and 

chlorination of nitromethane, mono- and di-bromo nitro­
methane and secondary nitropropane in 1 n. hydrogen halide.

1 Lowry, Chem. Reviews 4 (1927) 231.
2 Bronsted and Guggenheim, J. Amer. Chem. Soc. 49 (1927) 2554.
3 Dawson, J. Chem. Soc. (1929) 1217.
4 Pedersen, Ber. om 18. skandinaviske Naturforskermøde (1929) 451 

and yet unpublished work.
5 Junell, Z. physik. Chem. A 141 (1929) 71.
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He finds that the reaction is always of the first order with 
respect to the nitrocompound. The velocities of bromination 
and chlorination are the same, and the concentration of 
the halogen is without influence. Consequently, it must be 
assumed that the velocity is determined by the unimole- 
cular rearrangement of the nitrocompound to the aci-form, 
which lakes up halogen instantaneously. According to Junell 
the rate of bromination of nitromethane is determined by 
three consecutive unimolecular reactions. The ratio of their 
constants k, k' and k" is approximately 1 : 270: 13000. The 
mechanism is assumed to be

CH3NO2X CH2 : NOOH. CH2 : NOOH + Br2^ CH2BrNO2 + HBr 

CH2BrNO2 X CHBr : NOOH. CHBr : NOOH + Br2 CHBr2NO2 + HBr 

CHBr2NO2CBr2 : NOOH. CBr2 : NOOH + Br2^> CBr3NO2 + HBr 

Junell found for the first step at 69.85° k = 36-10“°, at 
59.93° k = 14-IO“5 and at 49.91° k = 4.9-IO“5 (min1). 
From this we find by extrapolation, if we assume that the 
heat of activation is independent of the temperature, at 
20° k = 1.4-10-6 or k* = 0.6-10-6. By an asterisk we denote 
that the constant has been calculated by means of decadic 
logarithms. Thus k* = 0.4343 k.

In the present paper are described some very rough 
determinations of the velocity of bromination of nitro­
methane in solutions of acetic acid + sodium acetate, gly- 
collic acid + sodium glycolate and chloroacetic acid + sodium 
chloroacetate. The experiments were carried out at room tem­
perature in wide cylindrical weighing glasses with ground 
glass stoppers. The nitromethane was purified by distillation 
(b.p. 100.7°-100.9°). Nitromethane solution and buffer solution 
were mixed. The reaction was started by adding a certain 
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volume of bromine water of known strength. The time t 
in minutes from the start to the disappearance of the brown 
colour was determined. The volume during the reaction 
was always 50 cc. The results are given in the Tables 1—5. 
c is the initial concentration of nitromethane, and x that 
of bromine in equivalents per 1.

Bromination of nitromethane. Temp. 22° (in No. 1 about 20°).
Table 1.

Nr. (CH3COOH) (CH3CO2Na) c x 103 t k*103

1 0.00 0.00 0.105 7.4 4560
2 0.20 0.20 0.105 7.4 17 1.5
3 0.10 0.10 0.105 7.4 36 1.4
4 0.20 0.20 0.105 7.4 17.5 1.5
5 0.20 0.20 0.070 7.4 28.5 1.4
6 0.60 0.20 0.070 7.4 28.5 1.4
7 0.20 0.20 0.105 7.4 17.5 1.5
8 0.20 0.20 0.070 5.0 17.5 1.5

In Exp. 1 (Table 1) nitromethane was brominated at 
about 20° in water without addition of a catalyst. The 
reaction is extremely slow. It is possible to calculate a very 
rough value of the constant k, when we use the result 
found by Junell that k">k'»k, that is, the rearrangement 
of the nitromethane is instantaneously followed by a dis­
appearance of 6 atoms of bromine per mole nitromethane. 
From Exp. 1 we thus find

_____0.1050
0.1050 —10.0074

IO“6.

From Junell’s determination in 1 n. HBr was calculated 
k* = 0.6 -IO-6 at 20°. A better agreement could not be 
expected.
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In Exps. 2—8 the rate of bromination was determined 
in different acetic acid-sodium acetate solutions. In Exps. 2 
and 3 the initial concentrations of nitromethane and bromine 
were the same as in Exp. 1. The velocity is several hundred 
times as great. The experiments show that the velocity at 
constant hydrogen ion concentration is proportional to the 
acetate concentration.

Exps. 4 and 5 show that the velocity in a given acetate 
buffer is proportional to the nitromethane concentration.

Exps. 5 and 6 show that the concentration of acetic 
acid at constant acetate concentration is without influence. 
Consequently, the hydrogen and hydroxyl ion concentration 
of the buffer are without influence as long as the acetate 
concentration is kept constant.

Exps. 7 and 8 show, that the bromine which is 
decolourized in a certain time in a given acetate buffer is 
proportional to the nitromethane concentration. From this 
result and the fact that the reaction is of first order with 
respect to nitromethane it follows that the concentration of 
bromine is without influence on the velocity of bromination 
in the buffer solution.

In Exps. 1—8 it is established that acetate ions have 
a very marked catalytic effect on the rearrangement of the 
nitromethane, while acids do not catalyze. In the last column 
of Table 1 the catalytic constant k* = k*/(CH3CO2_) has 
been calculated from the experiments. The constancy of 
kB shows that the experiments agree among themselves, 
k* has been calculated by means of the equation

c X

6

(1) 
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that is, we have assumed that here, as in 1 n. HBr, the 
rearrangement of mono- and di-hromo nitromethane are 
practically instantaneous compared with that of nitro­
methane.

Table 2.
Bromination of nitromethane in

0.30 m CH3COOH + 0.30 m CH3CO2Na at 22°. c = 0.0210.

Mean value k* = 13-10-5. k* = 1.4-10-3 (22°).

xlO3 t
1 clog-------X

C —6
k*105

1.48 11 0.0052 47
4.44 36 0.0156 43
8.88 76 0.0317 42

13.22 121 0.0485 40

In Table 2 k^ for the acetate ion has been calculated 
from 4 experiments in 0.30 m CH3COOH +0.30m CH3GO2Na 
at 22°. The value agrees well with that found in Table 1.

T able 3.
Brominination of nitromethane in

0.60 m CH3COOH + 0.60 m CH3CO2Na at 20°. c = 0.0192.

Mean value k* = 70-10—5. k*} = 1.17-10~3 (20°).

xlO3 t
. c
log -

c — --
6

k*105
. 1 c

10° - log------
1 . x

c 2

. 1 c
10 l1Og ------X

c 4

8.87 50 0.0348 70 229 107
17.7 104 0.0727 70 258 109
26.6 161 0.1139 71 318 115
35.5 2371 0.1598 (67) 474 114

44.3 3191 0.2111 (66) H) 117

1 The solution was opaque at the end of the experiment.
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Table 3 contains the results of 5 experiments in 0.60 m 
CHgCOOH + 0.60 m CH3CO2Na at 20°. The constancy of 
k calculated by means of equation (1) is good. In the two 
last experiments, where rather much bromine was taken 
up, the solutions were opaque at the end of the experiments. 
From the value of k* we calculate k^ = 1.17-10~3 at 20°. 
In order to compare this result with that at 22° we assume 
that the temperature coefficient of the acetate catalysis is 
the same as that found in 1 n. HBr by Junell. From the 
experiments in Table 3 we then find k* = 1.5-10-3 at 
22° in good agreement with the values found in the other 
acetate solutions. It has thus been shown that k* is con­
stant even when the acetate concentration varies from 0.1 
to 0.6 m.

In addition to using equation (1) k* in Table 3 has 
been calculated according to the assumption that the nitro­
methane is brominated to mono- or di-bromo nitromethane 
instead of tri-bromo nitromethane. The results are given
in the two last columns of the table. The first assumption 

is

in

disproved, constant. Furthermore,

the last experiment more bromine than corresponds to 
monobromo nitromethane has been used. The experiments 
are not accurate enough to disprove the second possibility.
However, it seems most probable that also in acetate solu­
tions the rearrangement of mono- and di-bromo nitromethane 
are so much quicker than that of nitromethane, that only 
the latter determines the rate of disappearance of 6 atoms 
of bromine per mole of nitromethane.

In the Tables 4 and 5 are given the results of similar 
experiments in glycolate and chloroacetate buffers. Also 
there k* was found to be proportional to the basic component
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Mean value kg = 3.1 10—4

Table 4.
Bromination of nitromethane in glycollic acid - sodium 

glycolate solutions at 20°. c = 0.0516.

(CH2OHGOOH) (CH2OHCO2Na) xlO3 t k*105 k*104

0.109 0.145 2.40 71 4.8 3.3
0.109 0.145 7.57 250 4.3 3.0
0.109 0.145 12.70 450 4.2 2.9
0.075 0.087 7.57 390 2.8 3.2

Mean value kg = 6.5 IO-5.

Table 5.
Bromination of nitromethane in chloroacetic acid - sodium 

chloroacetate solutions at 20°. c = 0.1032.

(CH2C1COOH) (CH2ClCO2Na) xlO3 t k*105 k*105

0.52 0.47 2.46 61 2.8 6.0
0.52 0.47 7.62 173 3.1 6.6
0.52 0.47 12.78 283 3.2 6.8
0.31 0.28 7.68 298 1.8 6.4

of the solution. It is seen that the catalytic effect decreases 
rapidly with decreasing basic strength of the catalyst 
(Table 7).

In the theory of general basic catalysis, the reaction 
in water without added catalyst is ascribed to the basic 
catalysis of the water. If we assume that the concentration 
of the water is 55.5, the catalytic constant of water is roughly 
kH,<> = 10-6/55.5.

The simplest explanation of the general basic catalysis 
on the isomerisation of nitromethane is that the reaction 
measured is the transference of protons from the nitromethane 
to the basic catalyst, that is, its velocity of dissociation in
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Mean value akOH- = 8.

Table 6.
The reaction between nitromethane and hydroxyl ions. From 

conductivity measurements of Hantzsch and Veit in 
— m CH3NO2 + ¿n Ba(OH)2 at 0°.
16 á 2 16 ¿

t 0 1 2 3 4 15 20

U.................................... (122) 54.1 50.9 48.9 47.8 45.7 45.7
ak/ATj—.......... 8.1 6.8 7.6 8.8OH

the presence of the base. The neutralization of nitromethane 
with hydroxyl ions is a reaction of the same type, but is 
much quicker owing to the great basic strength of the 
hydroxyl ion. Hantzsch and Veit1 have found that the 
velocity of neutralization of nitromethane is not immeasurably 
great. They have followed the decrease with the time of 

the conductivity of CH3NO2+—n Ba(OH)2 at 0°. From 

their values of the equivalent conductivity /n, which are 
given in Table 6, it is possible to get a rough estimation 
of the velocity constant of the reaction

CH3NO2 + OH- -> CH2 : NO2~ + H2O.

The value of at t = 0 is the equivalent conductivity of 

£- n Ba(OH)2 at 0°. This value has been found by extra­

polation to 0° of the values given in “International Critical 
Tables” VI (1929) 246. If we call the initial concentration 
of undissociated nitromethane c, and the concentration at 
the time t x, the following equation holds

kOH------- 1 1 2L_
t a a — x ’

Hantzsch and Veit, Ber. Deutschen Chem. Ges. 32 (1899) 615.
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If we denote by the equivalent conductivity at the time 
t, we have

Consequently,

/7o /h x
— a —X*

In the third line of Table 6 akOH_ has been calculated from 
this equation. ak()H_ is approximately constant. The mean 
value is 8. We thus find at 0° kgH_ = 0.4343-16-8 = 56. 
In order to compare it with the catalytic constants found 
in this paper we must know its value at 20°. If we assume 
that the temperature coefficient is the same here as for 
the water reaction in 1 n. HBr, we find at 20° kgH- æ 500.

In a number of reactions with general basic catalysis 
it has been shown that the dependence of the catalytic 
constant 1<B upon the basic strength K° of the catalyst is 
given approximately by the equation

(2)

Table 7.
The dependence of catalytic constant upon basic strength.

Catalyst 1<B P q log( I II 
*

O O —
1

h2o 10_6/55.5 55.5 1 i 0.26 — 8 — 1.74 2.6
CH2C1CO2- 6.5 10~5 1.11 10-3 1 2 0.51 — 5 2.55 6.3
ch2ohco2_ 3.1 10-4 1.48 10-4 1 2 0.19 — 4 3.53 6.7

ch3co2- 1.17 10-3 1.79 10~5 1 2 0.77 — 4 4.44 6.3
OH- 500 10“14,15/55.5 1 1 2.7 15.9 0.12
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where G and ß are constants and p and q are statistical 
factors.1 K° is the reciprocal of the acid strength (dissoci­
ation constant) K°v of the corresponding acid.

In Table 7 the catalytic constants for nitromethane at 
20° are compiled together with K°. In order to test equa­
tion (2) logf—kjJ is plotted against log K°j. As seen from

Basic catalysis on the isomerisation of nitromethane. The dependence 
of catalytic constant k*5 upon basic strength K°}. A, Acetate ion. G, Glv- 

colate ion. C, Chloroacetate ion.

the Figure the points for the three bases of the same type, 
acetate, glycolate and chloroacetate ions, fall on a straight 
line with the slope ß = 0.67. The point for water does 
not fall much below the line. The point for hydroxyl ions 
falls a good deal too low. However, when we take into 
account the very great difference in basic strength, the 
agreement is sufficient.

1 Brønsted, “Om Syre- og Basekatalyse” p. 110. Chem. Reviews 5 
(1928) 325.
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In conclusion, the importance of modern ideas of proto- 
tropic mobility for the theory of pseudo-acids will be discussed.

According to Hantzsch1, a pseudo-acid is a hydrogen 
compound which only after a rearrangement is able to 
split off hydrogen ions. This idea of the mechanism of the 
dissociation is expressed in the scheme

HR^tHS^H+4-S- (3)

HR is a pseudo-acid. The genuine acid HS is called the 
aci-form. In pseudo-acids the undissociated acid and the ion 
have different constitution. Hantzsch gives many examples of 
pseudo-acids, e.g. the aliphatic nitrocompounds CR'R"HNO2. 
Thus the mechanism of the dissociation of nitromethane 
is assumed to be

CH3NO2 CH2 : NOOH CH2 : NO2~ + H+.

As one of the most important characteristics of pseudo-acids 
he mentions the following. An acid which does not react 
instantaneously with hydroxyl ions is a pseudo-acid. From 
the fact that the neutralization of the ordinary acids is 
practically instantaneous he concludes, that a slow neutra­
lization shows that the substance only after an isomerisation 
is able to give off hydrogen ions. According to Hantzsch 
the measured velocity of neutralization is the velocity of 
the reaction HR->HS.

It is still the most general opinion, that the scheme (3) 
expresses the mechanism of the dissociation of these sub­
stances. However, the points of view given in this paper do not 
support this opinion. The prototropic change IIR > HS 
cannot take place spontaneously, but demands a basic or 
acid catalyst. If we add sodium hydroxide to a solution

1 Hantzsch, Ber. Deutschen Chem. Ges. 32 (1899) 575. 
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of HR, the mechanism will be a transference of protons 
from HR to OH~~. This is an ordinary dissociation of the 
ordinary acid HR. The reaction is slow if the acid HR is 
sufficiently weak. The ion R~ will probably instantaneously 
isomerize to the ion S~. Thus the reaction which deter­
mines the velocity is the slow dissociation of HR and not 
the rearrangement HR >IIS. Instead of scheme (3) the 
following scheme expresses the mechanism

HR H+ + R-^> S“ + H+ HS. (4)

HR and HS are in thermodynamic equilibrium, but not 
in direct kinetic equilibrium.

For theoretical reasons we assume that the velocity of 
transference of protons from an acid to the hydroxyl ion 
decreases with decreasing acid strength. All ordinary acids 
which are strong enough for the detection of their acidity 
in aqueous solution in the ordinary way react as far as 
we know exceedingly rapidly with hydroxyl ions. The only 
exceptions are the pseudo-acids. Consequently, these must 
be extremely weak acids. The reason why they are usually 
considered as relatively strong acids is that the equilibrium 
R~ is strongly displaced in favour of S—.

The pseudo-acids are not false acids, but acids with 
false strength. There is no principal difference between the 
acid character of the pseudo- and the aci-form. They are 
both genuine acids, but the pseudo-form is a much weaker 
acid than the aci-form. In a wider sense all prototropic 
systems are pseudo-acids. Their dissociation may be ex­
pressed by scheme (4). The ordinary apparent dissociation 
constant is

K = (H+) (R-) + (S~) 
(HR) + (HS)'
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The real acid strengths of the two acids HR and HS are

KHll = (H+)gR)) and KHS = (H+)Jg.

The value of K is between the values of KHR and KHS.
The aliphatic nitrocompounds afford a good opportunity 

of examining the effect of different substituents on the 
basic catalysis and thus increasing our understanding of 
this important problem. In another paper it is hoped to 
give more accurate measurements of catalysis on a series 
of aliphatic nitrocompounds.

Chemical Laboratory of the Royal Veterinary
March 1939and Agricultural College. Copenhagen.

Færdig fra Trykkeriet 30. Juni 1932.
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In the study of the kinetics of prototropic rearrangement 
it was of interest to know the heat of dissociation of 

the prototropic substance. In this paper the heats of disso­
ciation of acetoacetic ester and of nitromethane in dilute 
aqueous solution were determined.

If the heat of dissociation of the acid HA in aqueous 
solution is denoted by UHA H o, and, similarly, the heats of 
neutralization of HA and of the oxonium ion by UIIA on- 
and UH o+ OH-, the following relation holds

Uha,h2o = UHa,oh- UHîO+jOH-. (1)

UH o+ OH has been determined with great accuracy by 
Richards and Rowe1. They find at 20° and infinite dilution 
^h3o4',oh~ = 13.65 kcal20..

In this paper the ratio UHA Oh_/^h3o+ oh- ^as l)een deter­
mined by calorimetric measurements, HA being the two 
weak acids acetoacetic ethyl ester and nitromethane. From 
this ratio it is easy to calculate the heat of dissociation 
of the acids by means of equation (1) and the above value 
f°r UHso+,oh_*

The acetoacetic ester was purified through the sodium 
bisulphite compound as described by Elion2. A deter-

1 Richards and Rowe, J. Amer. Chem. Soc. 44 (1922) 684.
2 Elion, Rec. trav. chim. Pays-Bas 3 (1884) 246.

1* 
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mination of the sodium hydroxide used for hydrolysis 
of the purified preparation gave 100.1°/0 of the calculated. 
The nitromethane was purified by several distillations. Its 
boiling point was 100.7°—100.9°.

The measurements consisted in a determination of the 
temperature increase by adding 100 cc. solution containing 
about 0.5 moles of sodium hydroxide to 2040 cc. solution 
containing about 0.2 moles of hydrochloric acid, acetoacetic 
ester or nitromethane. In order to find the rise in temperature 
due to the neutralization, that caused by the dilution of 
the sodium hydroxide solution must be subtracted. For 
each series of measurements a blank experiment was carried 
out. In this the sodium hydroxide solution was added to 
2040 cc. of water. The (negative) rise in temperature in the 
blank experiment was subtracted in the experiments with 
acid. A small content of carbonate in the sodium hydroxide 
solution is without importance, the solution being strongly 
alkaline (about 0.15 n NaOH) after the reaction. An im­
purity of carbon dioxide in the acid solution may effect 
the rise of temperature, but the error cancels out, because 
the blank experiment, which was always done with water 
from the same bottle as used for the acid solution, has 
the same error.

Before the reaction the acetoacetic ester and the nitro­
methane are practically completely undissociated. After 
this they are almost completely dissociated. From the disso­
ciation constants at 25° of water1 10~13-98, of acetoacetic 
ester2 2-10“11 and of nitromethane3 0,7-10—11 it is calcu-

1 Bjerrum and Unmack, Kgl. Danske Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. 5 
(1929) No. 1.

2 Goldschmidt and Oslan, Ber. Deutschen Chem. Ges. 3.3 (1900) 1146.
3 Hantzsch and Ley, Ber. Deutschen Chem. Ges. 39 (1906) 3152. 
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lated that Vs °/o of the acetoacetic ester and 1 °/o of the nitro­
methane is undissociated in the 0.15 n NaOH.

The experiments were carried out in a copper calori­
meter. All metallic parts which touched the solution were 
gilt. The calorimeter was placed inside a brass 
vessel, and thus quite surrounded by an air 
jacket. The brass vessel stood in a water bath 
at room temperature. Before an experiment 
2040 cc. acid solution were poured into the 
calorimeter. 100 cc. sodium hydroxide solution 
were pipetted out into a thin-walled glass flask 
of the shape shown in the Figure. The flask 
was immersed in the acid solution up to the 
lower part of the neck, which went up through 
a hole in the cover of the calorimeter. The 
flask was held al the top by means of a clamp, 
and closed by a rubber stopper. Before the ex­
periment the loaded calorimeter was left suf­
ficiently long time for the attainment of tempera­
ture equilibrium between the two solutions. 
During the last 10 minutes before the mixing 

/ \

LJ
of the solutions took place, the temperature of the acid 
solution was read off on a Beckmann thermometer. The 
mixing was performed by putting a glass rod down into the 
thin-walled flask which was broken by a light blow on the top 
of the rod. After this the temperature was again read off every 
minute until the rate of change had been constant for some 
time. In the experiments with acetoacetic ester and, to a 
smaller degree, in those with nitromethane there was found 
a constant increase of temperature in the period after the 
neutralization. In the case of acetoacetic ester this was 
undoubtedly caused by a slow hydrolysis of the ester. The
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Table 1.
lOOcc. of sodium hydroxide solution (0.524 moles)+ 2040ce. 
of acetoacetic ester solution (0.1820 moles). The time is 
given in minutes calculated from the moment of mixing.

Time Temp. Time Temp. Time Temp. lime Temp.

10 1.383 -5 1.378 0 (1.933) 6 1.975
— 9 1.381 — 4 1.377 1 1.940 7 1.982
— 8 1.381 -3 1.376 2 1.947 8 1.989
— 7 1.380 ._ 2 1.376 3 1.952 9 1.998
— 6 1.379 - 1 1.374 4 1.959 10 2.005

0 (1.373) 5 1.968

Temperature increase.................................................................... 0.560°
Correction for the dilution of the sodium hydroxide . . . + 0.047°
Correction for incomplete dissociation ('A %)  + 0.002°
Temperature increase (corrected)............................................ 0.609°
Temperature increase per mole acid .................................... 3.346°

rise in temperature due to the mixing of the solutions 
was found by simple linear extrapolation of the readings 
before the mixing and of those after the mixing where the 
rate of change was constant. The result of an experiment 
with acetoacetic ester is given in Table 1.

The object was only to determine the ratio between 
the beat evolved in the different experiments and it was 
therefore unnecessary to know the accurate absolute value 
of the units on the Beckmann thermometer. The readings 
were only corrected for relative errors in the calibration 
of the thermometer capillary, which were determined by 
comparing the length of a short separated mercury column 
at different parts of the thermometer scale. It is assumed 
that the heat capacity of the loaded calorimeter is with 
sufficient approximation the same in all the experiments. 
This is probably permissible because the sodium hydroxide 
solution was always the same, and there was always used 
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the same volume of the diluted acid solution containing 
0.2 moles of one of the three acids. All the glass flasks 
used had approximately lhe same weight. The ratio between 
the temperature increases found in the different experiments 
is a direct measure of the ratio between the heats evolved.

The temperature increase in each experiment was first 
corrected for the heat of dilution of the sodium hydroxide 
solution by subtraction of the result of the blank experi­
ment. Finally, it was corrected for incomplete dissociation 
by adding in the acetoacetic ester experiments and 
1 °/o in the nitromethane experiments. The increase per 
mole acid was found by dividing with the number of moles 
of the acid used in the experiment. The results are compiled 
in Table 2. The temperature after the mixing was not the 
same in all lhe experiments. According to Richards and 
Rowe 1 the temperature coefficient of the heat of neutrali­
zation of the oxonium ion is —0.0544 kcal per degree or 
— 0.40% per degree. By means of this value the results 
of lhe 5 hydrochloric acid experiments were recalculated to 
the temperature 20.5°, which is the mean of the tempera­
tures after the mixing in the acetoacetic ester and nitro­
methane experiments. The values given in the last column 
of Table 2 agree well among themselves.

The mean values of the molar temperature increases 
found are

for hydrochloric acid (20.5°) ........................................  6.261°
for acetoacetic ester (20.4°)............................................. 3.340°
and for nitromethane (20.6°)........................................ 3.383°

Consequently the ratio of the heats of neutralization of 
the oxonium ion, acetoacetic ester and nitromethane is

Richards and Rowe, loc. cit.
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at 20 and infinite dilution we get from equation (1) and 
Richards and Rowe’s value of the heat of neutralization 

Table 2.
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Hydrochloric acid
0.2020 21.3 1.220 0.039 1.259 6.232 6.252
0.2020 20.8 1.219 0.041 1.260 6.237 6.245
0.2018 21.2 1.210 0.046 1.256 6.223 6.243
0.2018 20.8 1.220 0.047 1.267 6.278 6.286
0.2018 20.6 1.220 0.047 1.267 6.278 6.281

Acetoacetic ester
0.2000 20.8 0.618 0.046 0.002 0.666 3.333
0,1820 20.0 0.560 0.047 0.002 0.609 3.346

Nitromethane
0.1950 20.7 0.612 0.039 0.007 0.658 3.374
0.1984 20.4 0.625 0.041 0.007 0.673 3.392

1 : 0.5335 : 0.5403. If we assume that the ratio is the same

of the oxonium ion 13.65 kcal20„ the following values of the 
heats of dissociation at 20° and infinite dilution 

for acetoacetic ester  — 6.37 kcal20# 
and for nitromethane  —6.28 kcal20„

In conclusion I wish to thank Professor Bjerrum for
his kind interest in my work.

Chemical Laboratory of the Royal Veterinary 
and Agricultural Colleye. Copenhagen.

March 1932.

Færdig' fra Trykkeriet den 30. Juni 1932.
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iner der Hauptsätze aus der Theorie der fastperiodischen
.1—J Funktionen besagt, dass zwischen den Fourierkoeffizi- 
enten = M \ f(x) e~l^vx ¡ einer fastperiodischen Funktion 
f (.r) und dem Mittelwert M{ | f |2 ¡ die »Parsevalsche 
Gleichung« 

(1) 

besteht.
Für diesen zuerst von H. Boiir bewiesenen Satz sind 

verschiedene Beweise angegeben worden, deren Hauptge­
danken im folgenden zunächst kurz skizziert seien.

Nach H. Bohr1 wird die fastperiodische Funktion /’(æ) 
durch eine rein periodische Funktion F(x) ersetzt, die im 
Intervall — T <x < T mit /(a?) übereinstimmt und ausser­
halb dieses Intervalls periodisch mit der Periode 2 T ver­
läuft. Für F(x) gilt die Parsevalsche Gleichung; durch den 
Grenzübergang T->oo folgt ihre Gültigkeit auch für f(x).

Derselbe Gedanke, den Satz unter Voraussetzung seiner 
Gültigkeit für reinperiodische Funktionen auf allgemeine 
fastperiodische Funktionen zu übertragen, liegt dem spä­
teren Beweise von De la Vallée Poussin2 zu Grunde. 
Das Ziel dieses Beweises ist allerdings nicht die Parse­
valsche Gleichung sondern der Eindeutigkeitssatz in

1 H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. Acta Math. 
45 (1925).

Annales de la Soc. Sei de Bruxelles A 47, 141 (1927). 

1*
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der Form: Eine fastperiodische Funktion /*(.?) verschwin­
det identisch, wenn ihre Fouriersche Reihe leer ist. Man 
erkennt jedoch leicht, dass die Parsevalsche Gleichung eine 
unmittelbare Folge des Eindeutigkeitssatzes ist und um­
gekehrt.

Ein anderer Grenzübergang wird von N. Wiener1 zum 
Beweise benutzt: F(x') sei eine Funktion, die im Intervall 

- 7’< < T mit /(.v) übereinstimmt und sonst identisch
verschwindet. Die Parsevalsche Gleichung ergibt sich jetzt 
im Limes oc auf Grund einiger von Wiener bewiesener 
allgemeiner Sätze über Fouriersche Integrale.

Der Beweis von H. Weyi? beruht auf der Bemerkung, 
dass die Fourierkoeffizienten von /’(.r) die Eigenwerte / 
der Funktionalgleichung

ï <f> M = M { f (x — í) y (/) }
t

sind. Durch Uebertragung der Methode der iterierten Kerne 
wird nachgewiesen, dass eine abzahlbare Folge von Eigen­
werten existiert und dann auf Grund gruppenlheoretischer 
Sätze geschlossen, dass die zugehörigen Eigenfunktionen 
Exponentialpolynome sind. Daraus folgt die Parsevalsche 
Gleichung.

Dieser Beweis wurde sodann von Hammerstein3 in­
sofern modifiziert, als mit Hilfe der direkten Methoden der 
Variationsrechnung unter der Voraussetzung /(x) 0 zu­
nächst die Existenz eines Eigenwertes r und einer zuge­
hörigen fastperiodischen Eigenfunktion G (æ) gezeigt wird.

1 N. Wiener, On the representation of functions by trigonometrical 
integrals. Math. Zeitschr. 24 (1926).

2 H. Weyl, Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen. Math. 
Ann. 97 (1927).

3 A. Hammerstein, Über die Vollständigkeitsrelation in der Theorie 
der fastperiodischen Funktionen. Sitzungsber. preuss. Akad. 1928.
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Diese Eigenfunktion wird wie bei Weyl als Exponential- 
polynom gekennzeichnet, woraus sich der Eindeutigkeitssatz 
in der Form ergibt: Wenn f(x) nicht identisch ver­
schwindet, so ist die Fouriersche Reihe von f(x) 
nicht leer.

Ich möchte hier, einer Anregung von Herrn H. Bohr 
folgend, zeigen, wie sich die Tatsache, dass G (x) ein Ex- 
ponentialpolynom sein muss, auch ohne Benutzung von 
Sätzen aus der Gruppentheorie erkennen lässt.

Mit G (x) ist die Funktion G(x + s) bei beliebigem s 
eine fastperiodische Lösung der Gleichung

(2) TG(x) = 3/¡/’(a:-f)G(/)!

und daher, falls p (s) eine beliebige im Intervall —1SSS1 
stetige Funktion ist, wegen der in x gleichmässigen Existenz 
des Mittelwertes, auch die Funktion

P (x) = \ G (x + s) p (s) ds.
r— 1

Nehmen wir an, dass p (s) eine stetige Ableitung besitzt 
und p (—1) = p(l) = 0 gilt, so folgt wegen

P (x) = ( G (s) p(s — x) ds,

dass P (x) für alle x stetig differenzierbar ist und zwar gilt

P' (x) = — ( G (x + s) p' (s) ds.
J—i

Allgemein ist P(x) n mal stetig differenzierbar, falls dies 
für p (s) im Intervall — 1 < s < + 1 zutrifft und ausserdem 
p (s) und die n — 1 ersten Ableitungen p' (s), . . . , p(n — 1) (s) 
in den Punkten — 1 und + 1 verschwinden.
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Nun sind aber mit P(x) auch die Ableitungen P(r)(x) 
(r = 1, . . . n) wegen der Integraldarstellung der Ablei­
tungen zu P gehörige fastperiodische Eigenfunktionen der 
Gleichung (2). Ist daher m die (endliche) Anzahl der von­
einander linear unabhängigen Eigenfunktionen und wählen 
wir n > m, so muss zwischen den Funktionen P(l/> (x) eine 
Relation

n0 P(<r) + u, P' (,r) + • • • + an P(n) (x) = 0

bestehen, wobei die Konstante sind. Beschränkte Lö­
sungen dieser Differentialgleichung sind notwendig Expo- 
nentialpolynome mit rein imaginären Exponenten; also folgt

P(x) =
r

Hier können nicht alle verschwinden, falls nicht P(x) 
identisch verschwindet. Dies können wir durch geeignete 
Wahl von p (s) aber stets ausschliessen. Denn ist im Inter­
vall .v0 — di < x < x’o + ó ; 0 < d < 1 etwa

G (x) > a > 0

(ein derartiges Intervall muss wegen G (x) -p 0 für G(x) 
oder —G(x) existieren), so setzen wir z. B.

P 0)

(d — s)n +1 (d + s)n 1 1

\ (ó — s)n +1 (ó + s)n +1 ds 
à

0,

für I s I < J 

fü r I s I > d

und erhallen

P (x0) = \ G (x0 + s) p (s) ds 
J-j
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Dass die Fouriersche Reihe von /'(t) nicht leer sein 
kann, erkennen wir nunmehr sofort, indem wir

P(x) =

in (2) eintragen. Es folgt

27, fr-AZ{/■(/) 6.-'^'}] = 0,
p t

also wegen del­
funktionen :

linearen Unabhängigkeit der Exponential- 

/'= M{/X0e—V}.
t

Færdig' fra Trykkeriet d. 27. August 1932.
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I. Einleitung.
or etwa 20 Jahren hat der eine von uns1 gefunden,

V dass Liebermann’s Isozimtsäure (Schmp. 58°), Lieber­
mann’s Allozimtsäure (Schmp. 68°) und Erlenmeyer sen.’s 
Isozimtsäure (Schmp. 42°) durch Schmelzen und Impfen 
in einander quantitativ verwandelt werden können und 
sich somit wie drei Gattungen eines trimorphen Körpers 
verhalten. Von dieser Auffassung ausgehend wurde die 
eigentümliche Geschichte der drei Körper dann so erklärt, 
dass von den drei Gattungen, die wir hier nach Biilmann 
als 42°-Säure, 58°-Säure und 68°-Säure bezeichnen werden, 
weil diese Namen sich eingebürgert haben, die 68°-Säure 
die stabilste Modifikation ist. Liebermann und Erlen­
meyer haben seinerzeit die beiden anderen, weniger stabilen 
Modifikationen in den Händen gehabt. Nach einiger Zeit sind 
diese Körper entweder in festem Zustande oder während 
einer Kristallisation in die stabilere 68°-Säure verwandelt 
worden, und von dem Augenblick an, wo mit dieser Gattung 
im Arbeitsraum gearbeitet wurde, konnte man die labilen 
Modifikationen nicht erhalten, weil der Arbeitsraum mit 
Impfkeimen der 68°-Säure infiziert worden war.

Diese Erklärung stimmt mit wiederholten Erfahrungen 
im hiesigen und anderen Laboratorien überein.2

1 E. Biilmann, Ber. Dtsch. chem. Ges. 42, 18*2, 1443 (1909); 43, 568 
(1910); 44, 8*27, 3152 (1911).

2 Sieh z. B. Liebermann und Truchsäss. Ber. Dtsch. chem. Ges. 42, 
4661 (1909).

1
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Wenn die drei Säuren nur die drei Gattungen eines 
trirnorphen Körpers darstellen, dann müssen sie im flüssigen 
und im gelösten Zustande identisch sein. Dementsprechend 
hat man gefunden, dass die drei Säuren in wässeriger Lösung 
dieselben Dissoziationskonstanten haben1, und dass die 
Schmelzen der drei Säuren denselben Brechungsindex 
besitzen2. Weitere Beweise für die chemische Identität der 
drei Säuren wurden von Julius Meyer3 gebracht.

1 N. Bjerrum, Ber. Dtsch. chem. Ges. 43, 571 (1910).
2 H. Stobbe und F. Reuss, Ber. Dtsch. chem. Ges. 44, 2735 (1911).
3 Julius Meyer, Z. Elektrochem. 17, 976, (1911).
4 A. W. K. de Jong, Rec. Trav. chim. Pays-Bas 49, 216 (1930).
8 J. Meyer und K. Pukall, Z. physikal. Ch. (A) 145, 360 (1929).
0 C. Liebermann, Ber. Dtsch. chem. Ges. 42, 1029 (1909).
7 Sieh z. B. H. Stobbe und C. Schönburg, Liebigs Ann. 402, 187 (1912).

Weiter hat de Jong4 versucht auf rein chemischen Wege 
einen Beweis für die Identität der Säuren zu bringen, 
während J. Meyer und K. Pukall5 meinen, durch Messung 
der Geschwindigkeit der Bromaddition einen Beweis gegen 
die Identität gebracht zu haben. Wir kommen auf diese 
beiden Arbeiten am Schlüsse dieser Abhandlung zurück.

Indessen haben schon die Untersuchungen von Biil­
mann erwiesen, dass die 68°-Säure eine Schmelze gibt, die 
geneigt ist bei spontaner Kristallisation wieder die 68 °- 
Säure zu bilden, und dieses Verhalten, das auch von 
Liebermann6 beobachtet wurde, hat dann später zu Ab­
handlungen Anlass gegeben, in denen die Autoren den 
Schluss ziehen, dass die drei Säuren doch nicht chemisch 
identisch seien7. Wir können auf eine eingehende Be­
sprechung dieser Abhandlungen schon deshalb verzichten, 
weil das durch diese Arbeiten beigebrachte Versuchs­
material eigentlich nur die vor vielen Jahren von Lieber­
mann und von Biilmann gemachten Erfahrungen erweitert, 
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und die einzige Frage ist, ob man den bevorzugten Rückfall 
der geschmolzenen 68°-Säure zu der kristallinischen 68°- 
Säure bei spontaner Kristallisation als Beweis für einen 
chemischen Unterschied zwischen der 68°-Säure und den 
beiden anderen Gattungen anerkennen muss.

Um diese Frage zu beleuchten schien es uns nützlich 
das Verhalten der Allozimtsäure mit dem Verhalten eines 
nicht polymorphen Körpers bei spontaner Kristallisation 
(also ohne Impfen) zu vergleichen, und als Vergleichs­
körper haben wir das Piperonal gewählt, weil dieser 
Körper schon in vielen Hinsichten von Othmer in Tam- 
manns Laboratorium untersucht worden ist.

Wir teilen erst unsere Versuche mit Piperonal mit, dann 
die Untersuchungen mit Allozimtsäuren. Die theoretischen 
Überlegungen folgen dann. Das Ziel der Untersuchungen 
war ursprünglich nur zu zeigen, dass die Kernbildung bei 
spontaner Kristallisation bei den Allozimtsäuremodifika­
tionen genau denselben Gesetzen folgt wie bei dem Piperonal. 
Die Untersuchungen über die Kristallkernbildung bei 
Piperonal führten uns jedoch zu Überlegungen von all­
gemeinerer Art.

II. Kristallkernbildung bei Piperonal.
P. Otiimer1 hat in Tammanns Laboratorium eine um­

fassende Untersuchung über die Kristallkernbildung2 in

1 P. Othmer, Z. anorg. Ch. ill, 209 (1915).
2 Um jede Unklarheit zu vermeiden sei darauf aufmerksam gemacht, 

dass wir mit dem Wort »Kristallkerne« die in der Schmelze vorhande­
nen Kristallisationszentren bezeichnen, die unter den benutzten Ver­
suchsbedingungen sich zu wahrnehmbaren Kristallen entwickeln. Die 
Zahl der Kerne ist also mit bestimmten Versuchsbedingungen verknüpft, 
und eine Schmelze kann unter verschiedenen Umständen mit verschie­
denen Kernzahlen auftreten.
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Schmelzen von Piperonal und gewissen anderen Körpern 
ausgeführt. Er führt seine Versuche so aus, dass er die 
Körper bei einer gewissen Temperatur in engen Röhren 
schmilzt, dann zur Kernbildung auf eine etwas unter dem 
Schmelzpunkt liegende Temperatur abkühlt und sie dann 
auf eine höhere Temperatur bringt, die wenig unter dem 
Schmelzpunkt liegt. Bei dieser Temperatur werden die 
Kristallkerne gezählt. Seine Hauptergebnisse sind: Je höher 
die Temperatur, bei der geschmolzen wird, und je länger 
die Dauer des Erhitzens auf diese Temperatur, um so 
niedriger wird die Kernzahl. Bei Temperaturen, die nicht 
zu weit unter dem Schmelzpunkte des Körpers liegen, 
wurde gefunden, dass die Kernzahl mit fallender Tem­
peratur wächst.

Wir haben unsere Versuche auf ähnliche Weise aus­
geführt. Dünne, U-förmige, an den Enden rechtwinklig 
gebogene Röhren von Jenaglas wurden durch Saugen mit 
geschmolzenem Piperonal beschickt. Sie wurden mit Koh­
lensäure gefüllt, weil es sich erwies, dass das Piperonal 
sich sonst beim wiederholten Schmelzen oben dunkler 
färbt, und es von Bedeutung ist, möglichst viele Versuche 
mit denselben Röhrchen ausführen zu können.

Um die Röhren mit Kohlensäure zu füllen wurden sie 
in einen Vakuumexsiccator eingestellt. Nach Evakuiren 
wurde Kohlensäure eingelassen. Nach Wiederholung dieser 
Behandlung wurden sie mit geschmolzenem Piperonal 
beschickt und dann im Vakuumexsiccator mit Kohlensäure 
nachgefüllt. Endlich wurden die Rohrenden in einer 
Kohlensäureatmosphäre mit Siegellack geschlossen. Der 
Piperonalstrang war im ganzen etwa 200 mm lang und sein 
Gewicht betrug 100—200 mg.

Die Röhre wurden in Wasserthermostaten erhitzt, deren 
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Gefässe Becherglässer waren, und die auf den gewünschten 
Temperaturen ±0,1° reguliert wurden. Die Schmelz­
temperaturen waren 40°, 60° und 70°. Nach dem Schmelzen 
wurden die Röhren in einen Thermostat von 34° gebracht, 
dann weiter in einen Thermostat mit der Kernbildungs­
temperatur, die in unseren Versuchen 30°, 27,5° oder 25° 
war, und schliesslich wieder auf 34°, bei welcher Tem­
peratur die Kerne gezählt wurden. Die Dauer des Aufent­
haltes bei der Kernbildungstemperatur war gewöhnlich 
zwischen 5 und 60 Sekunden, in einigen Reihen länger. 
Es liegt nahe zu fragen, ob nicht bei dem Transport der 
Röhren durch die Luft sich Abkühlungen geltend machen, 
die es unmöglich machen mit so kurzen Aufenthalten bei 
der Kernbildungstemperatur zu arbeiten. Dass dies nicht der 
Fall ist, geht aus Versuchen hervor, in denen die Kern­
bildung teils nach einem Aufenthalt bei 34°, teils ohne 
diese Zwischenstufe gezählt wurde. Die Versuche wurden 
mit 4 Röhren ausgeführt, und dasselbe Rohr wurde immer 
abwechselnd nach oder ohne Aufenthalt bei 34c in den 
Kernbildungsthermostat gebracht. Die Dauer des einge­
schalteten Aufenthaltes bei 34° war mindestens 30 Sekunden. 
Die Dauer jedes Transports durch die Luft schätzen wir 
zu x/4 Sekunde.

Tabelle 1.
Piperonal. Versuche mit oder ohne Aufenthalt bei 34° 
zwischen Schmelzen und Kernbildung. Vergleich der 

Kernsummen.

Schmelzen 
bei

Kernbildung
bei 25°

Zählungen in 
jeder Gruppe

Kernsur 
mit 

Aufenthalt

nme 
ohne 

bei 34°
70° 15 Sekunden 4 66 67
70° 10 15 208 209
40° 15 10 549 551
40° 10 24 1242 1224
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Für die Ausführung der Versuche ist dieses Ergebnis 
sehr günstig, weil man danach mehrere Röhren gleich­
zeitig schmelzen, sie dann bei 34°, wo keine Kernbildung 
und bei kurzem Aufenthalt keine Änderung der Kernzahl 
eintritt, aufbewahren kann, um sie darauf einzeln in 
rascher Folge weiter zu behandeln.

Tabelle 2.
Piperonal. Kernsumme in 10 Röhren.

60 Sek. bei 60°; 30 Sek. bei 34°; x Sek bei y°. Zählung bei 34°.
Nummer Kernbildunßs- ngszeit (x)der Kurven temperatur (y) Kernnilclu

5 10 20 40 80 Sek.
-> 74 88 91 98

1. 25° 69 83 96 99
Mittel: 71,5 85,5 93,5 98,5

Í -> 47 64 67 68
39 52 66 66

III. 27,5° -> 41 56 59 67
Mittel: 42,3 57,3 64 67

-> 10 21 29 29 36
V. 30° 13 20 26 33 37 <-

„ Mittel: 11,5 20,5 27,5 31 36,5

60 Sek. bei 70°; 30 Sek. bei 34°; x Sek bei y°. Zählung bei 34°.
5 10 20 40 80 160 Sek.

II. 25°
58 68 79 82
56 66 72 84

Mittel : 57,3 67 75,5 83

-> 51 51 67
44 52 62

—> 47 55 64
IV. 27,5° 30 47 55

32 46 50 57
Mittel: 31 47 52,6 62,5

[ -> 11 14 14 15 19 24
VI. 30° 10 9 14 18 21 24

Mittel: 10,5 11,5 14 16,5 20 24
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Wir haben gefunden, dass frisch beschickte Röhren 
andere Kernzahlen geben, als wenn der Rohrinhalt mehr­
mals geschmolzen und wieder auskristallisiert worden ist. 
Die Werte ändern sich dann nach und nach zu einem den 
Versuchsbedingungen entsprechenden Normalwert. Die 
Röhren müssen also »gealtert« werden, bevor man sie zu 
den Versuchsreihen benutzt. Auch haben wir gefunden, 
dass die Röhren, die sehr lange auf hohe Temperaturen 
erhitzt worden sind, wiederholt unter den benutzten oder 
naheliegenden Versuchsumständen erhitzt und kristallisiert 
werden müssen um wieder normale Werte zu geben; aber 
dann stellen sie sich wieder sehr gut auf die Normalwerte ein.

In Tab. 2 sind die Messungen mit Kernbildung bei 30°, 
27,5° und 25° gesammelt dargestelll. Die Zahlen in der 
ersten Kolonne links entsprechen den Zahlen, womit die 
Kurven in Fig. 1 (S. 10) bezeichnet sind, geben aber nicht die 
Reihenfolge an, in der die Messungen ausgeführt wurden. 
Die Reihenfolge war II, IV, VI, V, III, I. Die Folge der 
Behandlungen in jeder Gruppe wird von den Pfeilen an­
gegeben. In Gruppe I wurden somit erst alle zehn Röhren 
nach Kernbildung in 5 Sekunden gezählt (Kernsumme 74), 
dann nach 10, 20, 40, 40, 20 Sek. u. s. w. gezählt. Wir 
haben dadurch gesucht einen eventuellen Einfluss der 
nächstvorausgehenden Behandlung auszuglcichen.

In Fig. 1 sind die Messungen in Kurven veranschaulicht. 
Rechts sind die Schmelztemperaturen und Kernbildungs­
temperaturen angegeben, also bei Kurve I : geschmolzen bei 
60° (in sämtlichen Versuchen 60 Sekunden), Kernbildung bei 
25° in den auf der Abscisse angegebenen Zeiten. Man sieht 
erstens, dass bei steigenden Schmelztemperaturen kleinere 
Kernzahlen erhalten werden, indem jede der Kurven für 70° 
unter der entsprechenden Kurve für 60° liegt.
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Dieses stimmt mit den Beobachtungen Othmers überein.
Ausserdem aber zeigen die Kurven den Einfluss der

Dauer des Aufenthaltes bei der Kernbildungs-

Fig. 1.

temperatur sehr klar. Man sieht, dass in Vergleich mit 
der Zahl der bei 20 Sekunden gebildeten Kerne der Zu­
wachs bei Verdoppelung des Aufenthaltes bei der Kern­
bildungstemperatur verhältnismässig gering ist. Man darf 
sich jedoch nicht von dem Verlauf der Kurven zu unrichtigen 
Schlüssen verleiten lassen. Kurve III konnte, für sich allein
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betrachtet, zu der Anschauung Anlass geben, dass bei 40 
Sekunden Aufenthalt bei 27,5° fast alle Kernbildungs­
möglichkeiten der auf 60° erhitzten Schmelzen zur Ent­
wickelung gelangt sind, da die Kernzahl bei 40 Sekunden 
mit dem Werte 67 nur 3 Einheiten höher liegt als die Kern­
zahl bei 20 Sekunden, die gleich 64 ist. Diese Auffassung 
würde aber falsch sein. Denn Kurve I und Kurve III ent­
spricht genau derselbe Anfangszustand: Erhitzen auf 60° in 
60 Sekunden. Bei der der Kurve I entsprechenden niedri­
geren Kernbildungstemperatur kommt aber ein weit grös­
serer Teil der Kernbildungsmöglichkeiten zur Entwickelung, 
nämlich 93,5 in 20 Sekunden und 98,5 in 40 Sekunden.

Othmer hat schon die Frage behandelt, ob der Vorgang 
beim Erhitzen des Piperonals reversibel ist (1. c. 232). Er 
erhitzte 1 Minute auf 50° und fand für die mittlere Kern­
zahl 10,6. Wurde eine Minute auf 40° und dann eine 
Minute auf 50 erhitzt, so wurde die Kernzahl zu 10,1 
gefunden. Wurde das letzte Verfahren umgekehrt, indem 
erst eine Minute auf 50° und dann eine Minute auf 40 
erhitzt wurde, so erhielt er die Kernzahl 10,8, also wieder 
den für 50° charakteristischen Wert (10,6).

Wir haben diese Frage auch untersucht und zwar bei 
40° und 70° und mit einem sehr langen Aufenthalt bei 40°. 
Die Versuche sind in Tabelle 3 gesammelt. Es wurden 4 

Tabelle 3.
Piperonal. Kernbildung in 10 Sekunden bei 25° nach

Aufenthalt in Min. Kernsumme

a. . ..
bei 70° und bei 40° II + IV

130
i + v

112.......... 0 1
b . . .......... 1 0 34 26
c.. . . ........ 1 2 35 26
(1 . . .......... 1 100 20 16
e. .. . ........ 1 915 9 [7]
f. . . ........ 0 915 [82] 66
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Röhren (II, IV, I und V) benutzt. Die Kernbildung wurde 
in 10 Sekunden bei 25° bewirkt, und die Kerne wurden 
bei 34° gezählt. Es sind die Summen der Kerne in je zwei 
Röhren, die angegeben sind. In Versuch b war die Dauer 
des Erhitzens auf 25° jedoch 15 Sekunden. Da die Möglich­
keit nicht vorlag, den Versuch mit den benutzten Röhren 
mit 10 Sekunden zu wiederholen, ist der für 15 Sekunden 
gefundene Wert auf 10 Sekunden umgerechnet durch 
Abzug von 10 °/0, übereinstimmend mit Kurve II in Figur 1. 
Die in Versuch e und f in Parenthese angeführten Kern­
zahlen sind aus dem ziemlich konstanten Verhältnis 
zwischen den Kernzahlen für II + IV und I 4- V berechnet. 
Die Tabelle zeigt den Einfluss der Temperatur auf die 
Kernzahl (a und b) und den relativ geringeren Einfluss der 
Dauer des Erhitzens (a und f). Sie zeigt weiter, dass die 
Vorgänge nicht reversibel sind. Eine auf 40° eine Minute 
erhitzte Schmelze hat die Kernzahlen 130 und 112, eine 
Minute bei 70° gibt nur 34 und 26, und wird äusser einer 
Minute auf 70 noch 100 oder 915 Minuten auf 40° erhitzt, 
so sinkt die Kernzahl noch weiter, und zwar macht sich die 
Wirkung der einen Minute bei 70° noch nach 915 Minuten, 
also nach mehr als 15 Stunden, bei 40° gelten, wie ein 
Vergleich zwischen e und f zeigt.

Der Einfluss der Dauer des Erhitzens geht ausserdem 
aus folgenden mit Rohr I erhaltenen Kernzahlen hervor.

Tabelle 4.
Piperonal. Schmelztemp. 70°, Kernbildung 10 Sek. bei

25°, Zählung bei 34°.
60 Sek.

100 X 60
60 —

1270 X 60 —

Kernzahl 7, 7,

1

8, 8

8

Schmelzzeit
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Auf Grund der Messungen bei 60 Sek., 100 X 60 Sek. 
und dann wiederum 60 Sek. konnte man geneigt sein zu 
glauben, dass ein Gleichgewicht fast erreicht sei, da ein 
so geringer Unterschied zwischen 60 Sekunden und der 
hundertfachen Erhitzungsdauer besteht. Der Versuch bei 
1270 X 60 Sekunden, der nur 1 Kern gab, zeigt jedoch, 
dass dies nicht der Fall gewesen ist.

Wir wollen noch untersuchen, was geschieht, wenn die 
Piperonalschmelze längere Zeit bei 34°, also in flüssigem, 
untergekühltem Zustande, gehalten wird.

Die Röhren II und IV wurden 5 Minuten auf 40° 
erhitzt, dann zur Kernbildung 15 Sekunden auf 25°. Kern­
summe 128 und 134 in zwei Versuchen. Dann wurde 1 
Minute auf 40° und 15 Sekunde auf 25° erhitzt. Kern­
summe in drei Versuchen 128, 138, 135. Die Kerne wurden 
bei 34° gezählt.

Dann wurden die Röhren wieder 5 Minuten auf 40° 
erhitzt und ohne vor ausgehendes Kühlen auf 25° direkt in 
den Thermostat bei 34° gebracht und da beobachtet, im 
ganzen in 140 Minuten. Unter diesen Umständen wurden
im Rohr IV gar keine Kerne gebildet, im Rohr II einige 
wenige, und zwar

in 20 40 80 140 Minuten
Rohr II 2 3 3 3 Kerne.

Die Röhren waren nun noch in dem dem Erhitzen auf 
40° entsprechenden Zustand, denn als sie nun 15 Sekunden 
lang auf 25° gekühlt wurden, gaben sie wie sonst Kerne, 
die bei 34° wie üblich gezählt wurden. Die Kernsumme 
wurde zu 128 gefunden. Die Kernzahl war somit nicht 
merkbar geändert worden und jedenfalls, trotz des 140
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Tabelle 5.

Aufenhalt bei Kohr

5 6 13

60 Sek. 30—300 Sek.

60 Sek.

16 St.

60 Sek. 2712 20 319

47 592441 45 18

59
<)5

57 6431 20 5354

29
34

7
11

48
49
32
38

36
39

49
52
25
29

68
58
43
52

38
34
19
24

30
45

64
61
42
46

45
46
26
38

40°

17 St.
60 Sek.

34°

33
37
20
24

47
47

71
69
43
53

70°

40
41
42
43
44
45
46
47
48

18
22

Versuch 
Nr.

20
99

50
52

17 St.
30—300 Sek.

18 St.
30-300 Sek.

14
Ohne

34 
I 37 
Ohne

I 49
Ohne

46
53

Ohne
51

49
50
51
52

53—56
57

58—59
60
61

62—65
66

26
31

Ohne
55
50
33
43

Ohne

46
51

! 26
’ 28

1—7
8
9

10
11

12—17
18
19
20
21

22—27
28
29
30
31

32—37
38
39

32
33
15
18

53
52
34
35

53
56
33
35

20
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^iperonal.

Nr. Summe
der 11
Röhren

Rohr Nr. Summe 
der

7 Röhren

Summe 
der

18 Röhren15 16 17 1 18 1 2 3 4 8 9 14

'ähl ung Oh ne Zählung
46 64 59 52 583 58 52 60 75 69 38 50 402 985
45 75 65 48 589 68 54 71 71 77 38 52 431 1020
28 50 45 i 33 378 K K 47 K K K K (47) (425)
34 56 48 35 436 52 44 50 52 53 24 33 308 744
'ähl ung Ihne Zählung
38 74 61 46 563 59 55 68 61 70 38 48 399 962
47 67 65 43 561 67 60 58 65 74 40 54 418 979
25 46 43 22 341 39 42 K K K K K (81) (422)
29 50 57 37 416 57 57 48 46 45 21 29 303 719

<ähl ung Ohne Zählung
50 66 58 51 549 66 57 62 61 66 30 45 387 936
46 67 66 46 546 70 61 63 63 64 40 40 401 947
22 34 28 28 281 42 32 31 40 31 16 28 220 501
31 45 35 33 354 51 42 39 48 49 28 28 285 639

Zähl ung Ohne Zählung
45 64 54 45 522 70 70 59 59 67 27 44 396 918
41 61 50 42 521 71 58 64 67 71 33 43 407 928

2 4 3 2 34 5 5 6 5 4 2 1 28 62
2 2 5 2 29 4 5 6 5 4 1 2 27 56
3 1 5 3 38 6 6 6 5 4 1 4 32 70
2 2 5 3 36 7 4 7 5 2 2 4 31 67
1 1 0 0 11 1 0 0 0 1 1 0 3 14
1 2 2 0 14 1 0 1 2 0 1 0 5 19
2 2 2 1 18 3 0 1 4 0 1 0 9 27
1 2 2 1 17 3 1 2 3 1 1 0 11 28
2 2 2 1 19 3 1 1 3 1 1 0 10 29

13 18 16 16 178 17 21 24 27 34 6 16 145 323
Zäh ung Ohne Zälllung
20 34 36 24 294 28 40 32 31 36 13 25 205 499
30 38 35 32 354 47 48 33 44 46 24 39 281 (135

Zählung Ohne Zäl llung
32 58 40 37 450 51 49 44 56 53 27 38 318 768

Zählung Ohne Zäl ilnug
35 63 34 41 467 56 48 48 58 66 30 48 354 821
35 64 44 49 500 62 52 44 59 60 35 41 353 853

Zählung Ohne Zäl llung
36 59 47 39 511 67 59 46 53 1 69 44 1 50 388 899



16 Nr. 4. Einah Biilmann und Andreas Klit:

Minuten langen Aufenthaltes der Schmelze bei 34°, also 
unter der Schmelztemperatur, nicht höher geworden.

Endlich haben wir die Wirkung einer sehr langen 
Unterkühlung der Schmelze bei 34° untersucht. Die Dauer 
des Aufenthaltes bei 34° war etwa 17,5 Stunden, und man 
konnte nicht verhindern, dass bei so langem Verweilen bei 
einer unter dem Schmelzpunkte liegenden Temperatur in 
einigen Fällen spontane Kernbildung eintrat. Im ganzen 
wurde mit 18 neu beschickten Röhren gearbeitet, und mit 
11 von diesen Röhren gelang es die ganze Versuchsreihe 
rein, ohne spontane Kernbildung bei 34°, durch zu führen, 
während die übrigen 7 Röhren im Laufe eines oder mehrerer 
Versuche schon während des langen Aufenthaltes bei 34° 
spontane Kernbildung und darauffolgendes Erstarren der 
Schmelze aufwiesen (in Tabelle 5 mit K bezeichnet). Die 11 
Röhren dagegen gaben erst Kernbildung nachdem sie noch 
weiter auf 25° gekühlt waren. Das ganze Material in dieser 
Versuchsreihe ist in Tab. 5, mitgeteilt und kann als gutes 
Beispiel eines Kernzählungmaterials dienen. Die für den Ver­
gleich der Kernsummen in Betracht kommenden 11 Röhren 
haben die Nummern 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18. 
Die in der Versuchsbeschreibung in Klammern gesetzten 
Nummern sollen die Orientierung in der Tabelle 5 erleichtern

Der Versuchsgang war der folgende: Die Röhren wurden 
erst wiederholt 60 Sekunden lang auf 40c erhitzt, dann 30 
Sekunden bei 34° und 10 Sekunden bei 25° gehalten, und 
endlich bei 34° gezählt. Nach 7 Behandlungen (1—7) war 
die Kernzahl genügend konstant; in 2 Versuchen (8—9) 
wurde die Kernsumme 583 und 589 für die 11 Röhren 
gefunden.

Sie wurden dann (10) wiederum 60 Sekunden bei 40° 
geschmolzen, darauf 18 Stunden bei 34° gehalten, dann 
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10 Sekunden auf 25° gekühlt und schliesslich bei 34° 
gezählt. Kernsumme 378.

Die Röhren wurden darauf wiederum durch wieder­
holtes Schmelzen bei 40° 60 Sekunden lang und Erstarren 
(11—19) auf den Anfangszustand gebracht. Die Kernzahl 
stieg dabei von 436 bis 563 und 561 bei der achten und 
neunten Behandlung.

Dann wurde der Versuch mit 40° 60 Sekunden lang, 
34° 17 Stunden lang und 25° 10 Sekunden lang, wieder­
holt (20). Kernsumme 341.

Die Röhren wurden nun durch Behandlung bei 40° 
während 60 Sekunden und Erstarren wieder auf den An­
fangszustand gebracht (21—29). Die Kernsumme stieg dabei 
von 416 auf 549 und 546 bei der siebenten und achten Be­
handlung.

Endlich wurden die Röhren 17 Stunden auf 40° erwärmt, 
dann 30 Sekunden auf 34° und 10 Sekunden auf 25° (30). 
Kernsumme 281.

Man sicht, dass die Kernsumme beim Auf bewahren der 
unterkühlten Schmelze bei 34° ganz erheblich abnimmt, 
da 60 Sekunden bei 40° die Kernsummen 583, 589 und 549, 
546 gaben, während diese Behandlung in Verbindung mit 
17—18 Stunden bei 34° die Kernsummen 378 und 341 gab. 
17 Stunden bei 40° gaben endlich die noch kleinere Kern­
summe 281, die sich jedoch nicht sehr viel von den bei 
34° erhaltenen Kernsummen unterscheidet.

Im Vergleich hiermit ist die Wirkung eines kurzen 
Ehritzens auf 70° augenfällig. Die Röhren wurden durch 
9 Schmelzungen und Kristallisationen (31—39) von 354 
auf 522 und 521 Kerne gebracht, dann 60 Sekunden auf 
70° erhitzt und wie üblich nach einer Kernbildungszeit 
von 10 Sekunden bei 25° die Kernsumme bei 34° bestimmt.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 4. 2
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Vier Versuchsreihen (40—43) gaben für die 11 in Betracht 
kommenden Röhren die Kernsummen 34, 29, 38, 36, also 
sehr gut übereinstimmende Werte, die jedoch, wie man 
sieht, weit niedriger sind, als die nach ca. 17-stündigem 
Erhitzen auf 34° oder auf 40° beobachteten Werte. Der 
Einfluss der höheren Temperatur kommt hier sehr klar 
zum Vorschein.

Die Röhren wurden nun wieder (44) 60 Sekunden lang 
auf 70° erhitzt, dann 16 Stunden bei 40° aufbewahrt und 
schliesslich nach 10 Sekunden bei 25°, die Kerne bei 34° 
gezählt. Es wurde die Kernsumme 11 gefunden. Die un­
mittelbar vorausgehenden Versuche (40—43) machen es 
wahrscheinlich, dass das Erhitzen während 60 Sekunden 
auf 70° für sich eine Kernsumme von etwa 34 geben würde. 
Wir sehen also, dass der Aufenthalt bei 40° einen weiteren 
Abbau von dem der Kernsumme 34 zu dem der niedrigen 
Kernsumme 11 entsprechenden Zustande der Schmelze 
bewirkt hat.

Die angeführten Kernsummen gelten für die 11 Röhren. 
Auch wenn wir sämmtliche 18 Röhren betrachten, was ja 
in diesem Falle möglich ist, kommt die Wirkung zum 
Vorschein. Für die 18 Röhre geben die Versuche (40—43) 
die Kernsummen 62, 56, 70, 67 (Mittel 63), für Versuch 
(44) den Wert 14. Proportionalität kann man natürlich 
nicht erwarten bei den niedrigen Kernzahlen in Versuch 
(44), die weniger als einem Kern in jedem Rohr entsprechen.

Nachdem die Röhren in Versuch (44) auf eine so niedrige 
Kernzahl gebracht waren, gaben sie, nach dem Schmelzen 
während 60 Sekunden bei 70°, Kernbildung während 10 
Sekunden bei 25° und Kernzählung bei 34°, in 4 Reihen 
(45—48) ganz niedrige Werte, nämlich die Kernsummen 
14, 18, 17, 19, statt wie in den Reihen (40—43) durch­
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schnittlich 34. Es sind hier wieder die 11 Röhren, die wir 
betrachten. Es wurde versucht die Röhren durch Schmelzen 
bei 40° während 60 Sekunden und Kristallisation wieder 
auf den ursprünglichen Zustand zu bringen. Die erste Be­
handlung (49) gab die Kernsumme 178, und durch Wieder­
holungen (50—66) wurde die Kernsumme zuletzt auf 511 
gebracht; achtzehnmal geschmolzen und kristallisiert hatten 
die Röhre also noch nicht den in Versuch (8—9) gefundenen 
Wert 583—589 erreicht. Aber schon in den vorausgehenden 
Versuchen ist ganz allgemein ein Abnehmen der Kernsumme 
zu beobachten.

In Tabelle 6 haben wir die Kernzählungen mit sämmt-

T ab eile 6.
Piperonal.

Rohr 
Nr.

Inhalt 
mg

Kernzahl in Versuch Nr. Kern-
summe9 19 29 39 66

10 109 34 33 32 31 20 150
15 113 45 47 46 41 36 215
11 128 49 46 46 44 53 238
18 129 48 43 46 42 39 218
6 133 37 32 30 29 31 159
2 148 54 60 61 58 59 292
9 148 38 40 40 33 44 195

16 148 75 67 67 61 59 329
14 152 52 54 40 43 50 239

1 156 68 67 70 71 67 343
12 161 69 66 62 61 64 322
17 165 65 65 66 50 47 293
13 173 50 52 56 54 51 263
3 183 71 58 63 64 46 302
7 194 61 58 50 59 57 285
4 221 71 65 63 67 53 319
5 224 56 52 45 49 54 256
8 230 77 74 64 71 69 355

Kernsumme
in 18 Röhren: 1020 979 947 918 899
in 11 Röhren: 589 561 546 521 511

2
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lichen 18 Röhren gesammelt, die in fünf verschiedenen 
Serien (Nr. 9, 19, 29, 39, 66) als Schlusswerte nach wieder­
holtem Erhitzen auf 40° während 60 Sekunden und nach­
folgendem Kristallisation gefunden wurden. Die Röhren 
sind in dieser Tabelle nach steigendem Inhalt geordnet, 
und die Mengen an Piperonal sind in der zweiten Kolonne 
in Milligram angegeben. Man sieht, dass die Kernzahlen 
der einzelnen Röhren sich unregelmässig auf und ab 
bewegen. Im ganzen aber nehmen sie ab, was man aus 
den unten angegebenen Kernsummen der einzelnen Mess­
reihen sieht. Der Endwert 899 liegt etwa 12 °/0 unter dem 
Anfangswert 1020, hat sich aber auf diesen Wert durch 
18 Schmelzungen und Kristallisationen (Tab. 5, Nr. 49—-66) 
von dem Werte 323 in Nr. 49 heraufgearbeitet.

Die Kolonne rechts gibt die Kernsummen der einzelnen 
Röhren in den 5 Reihen an. Man sieht unmittelbar, dass 
keine Proportionalität zwischen Masse und Kernzahl be­
steht, und bei Betrachtung der Kernsummen der einzelnen 
Röhre findet man sogar keine Übereinstimmung zwischen 
der Reihenfolge nach Stoffmenge und der Reihenfolge nach 
Kernsumme. Einen Einfluss muss ja aber die Masse haben, 
und dieser kommt auch zum Vorschein, wenn man z. B. 
die Gesammtmassen und Gesammtkernsummen der ersten 
6, der mittleren 6 und der letzten 6 Röhren vergleicht. Man 
findet dann die Werte:

mg Stoff: 760
Kernsumme : 1272

930 1225
1721 1778

Wie oben bemerkt, wurden die Röhren bei wieder­
holtem Schmelzen und Erstarren »gealtert«, denn ihre 
Kernzahlen nähern sich bei dieser Behandlung einem 
bestimmten, für die Versuchsbedingungen charakteristischen 
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Normalwert. Um auf das Wesen des »Alterns« vielleicht 
etwas Licht zu werfen, haben wir die folgende Versuchs­
reihe angestellt.

Es wurden 10 Kapillarröhren der von uns benutzten 
Form durch Saugen mit geschmolzenem Piperonal be­
schickt, und zwar so, dass nur die untere Biegung und der 
eine Schenkel des U-rohres den Strang von Piperonal 
enthielt, während der andere leer, das heisst mit Luft 
gefüllt, war. Der leere Schenkel wurde zugeschmolzen. Der 
Piperonalstrang konnte dann zu Schmelz- und Erstarrungs­
versuchen benutzt werden, ohne dass er sich dabei in den 
anderen Schenkel hinein verschob. Die Röhren wurden nun, 
wie in mehreren der oben beschriebenen Versuche, 60 
Sekunden lang bei 40° geschmolzen, dann 30 Sekunden bei 
34° aufbewahrt, 10 Sekunden bei 25° gekühlt, um Kern­
bildung hervorzurufen, und die Kerne bei 34° gezählt, 
indem festgestellt wurde, wie viele Kerne im Schenkel und 
wie viele in der Biegung des Rohres auftraten. Sie sind in 
der Tabelle 7 unter K und B angeführt. Nach drei solchen 
Behandlungen (a, b, c) wurden sie wiederum 60 Sekunden 
bei 40° geschmolzen (d). Während des darauffolgenden 
Aufenthaltes bei 34° wurde aber nun das Ende des zu­
geschmolzenen Schenkels mit einem Diamanten geritzt und 
dann abgebrochen. Die Schmelze bewegte sich dann in 
den bisher nur mit Luft gefüllten Schenkel hinein, und 
durch Neigen des Rohres im Bade bei 34° konnte sie leicht 
gleichmässig auf die beiden Schenkel verteilt werden. Dann 
wurde wie vorher 10 Sekunden lang bei 25° die Kern­
bildung bewirkt und dann bei 34° gezählt, und zwar so, 
dass jetzt erster Schenkel, Biegung und zweiter Schenkel 
(in der Tabelle mit L bezeichnet) jeder für sich gezählt 
wurden. Die Röhren wurden noch zweimal (e, f) gezählt 
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und die Kernzahlen bestimmt. In der Tabelle bedeutet S 
die Summe K + B, resp. K + L + B.

Tabelle 7. 
Piperonal.

B S

20
32
12

3
5
2
4
6
2
4
8
9
0

13
20
23
11
33
14

cVersuch . . . a b

Bohr Nr. K B s K B S K

1........ 9 9 11 9 9 11 10
II........ 11 2 13 14 5 19 15
III........ 15 1 16 17 2 19 21
IV........ 7 1 8 7 2 9 7
V........ 19 7 26 26 7 33 27

VI........ 11 0 11 12 4 16 12
VII........ 28 2 30 24 3 27 26

VIII 13 5 18 12 8 20 12
IX........ 22 3 25 27 6 33 23
X........ 10 0 10 13 0 13 12

e

K L B s K L B s

8 6 2 16 10 8 1 19
11 11 4 26 11 9 5 25
11 9 4 24 11 11 5 27
9 8 4 21 9 7 5 21

13 15 7 35 17 16 9 42
6 8 4 18 6 8 1 18
8 21 5 34 12 20 7 39
8 14 5 27 8 13 3 24

17 13 8 38 19 15 8 42
12 5 0 17 10 5 0 15

Wir werden erst die mit d bezeichneten Versuche be­
trachten. Wir gehen hier von einem in dem einen Schenkel 
und in der Biegung sich befindlichen Strang von Piperonal 
aus. Nach dem Schmelzen Hiesst ein Teil der Schmelze in 
den leeren Schenkel hinein, und die nachfolgende Kern­
bildung findet also teils im Schenkel statt, wo der Körper 
kristallinisch vor dem Schmelzen sich befand, teils im 
Schenkel, wo noch keine Kristalle von Piperonal gewesen 
sind. Die korrespondierenden Kernzahlen in den beiden 
Schenkeln sind :

K: 5 7 10 6 14 6 10 7 16 11
L: 7 10 11 7 14 8 18 11 16 6

Diese Zahlen scheinen auszusagen, dass das Altern der 
Böhren nicht auf einer Wirkung zwischen Piperonal und 
Gefässwand beruht.
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Betrachten wir die Kernsummen der Messungen mit 
allen 10 Röhren, so finden wir, dass die Kernzahl mit jeder 
Schmelzung zunimmt, beim Übergang von 1 zu 2 Schen­
keln findet man jedoch einen relativ grossen Zuwachs der 
Kernsumme. Die Zahlen sind in Tabelle 8 zusammengestellt.

Tabelle 8.
K B Summe K B L Summe

a . . . . 145 23 168 d... . 92 41 108 241
b ... 161 39 200 e .... 103 13 110 256
c. .. . 165 45 210 f . . . . 113 47 112 272

Wir haben auch untersucht, ob ein vorausgehendes 
Erhitzen der Rohrwand auf die Kernzahl einen Einfluss 
hat. Der eine Schenkel eines U-förmigen Kapillarrohres 
wurde in einer Gasflamme bis zum Erweichen des Glases 
erhitzt. Nach Erkalten wurde das Rohr mit geschmolzenem 
Piperonal beschickt, indem das Piperonal durch den 
Schenkel eingesaugt wurde, der erhitzt worden war. Nach 
Kristallisation wurde bei 40° 1 Minute geschmolzen, dann 
10 Sekunden bei 25° gekühlt, und schliesslich wurden die 
Kerne bei 34° gezählt. Zwei nach einander ausgeführte Be­
handlungen gaben folgende Kernzahlen:

Erhitzter Schenkel

18
20

Nicht erhitzter Schenkel

23
24

Der Unterschied ist so klein, dass man die Hitzebehand­
lung als unwesentlich für die Kernzahl betrachten kann.

Schliesslich haben wir den Einfluss der Schwere auf 
das Auftreten der Kerne untersucht. Verschiedene Er­
fahrungen schienen anzudeuten, dass die Kerne häufiger 
im unteren Teile der Röhre auftreten als in den oberen.
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Die Versuchsergebnisse gaben jedoch keine deutliche Aus­
kunft über einen Einfluss der Schwere, auch wenn die 
Röhren 20 Stunden bei 94° gehalten wurden.

Wir versuchten dann die Wirkung der Schwere durch 
Zentrifugieren zu steigern, und es gelang uns dadurch eine 
deutliche Wirkung zum Vorschein zu bringen.

Für die Versuche wurden 8 Kapillarröhren benutzt, die 
etwa 10 cm lang waren. Sie waren mit Piperonal beschickt, 
und die Länge des Piperonalstranges war etwa 8 cm. Beide 
Enden der Röhren waren zugeschmolzen.

Die Röhren wurden 5 Minuten lang auf 96° erhitzt. Dann 
wurden sie rasch in den Glasbecher der Zentrifuge gebracht, 
wobei sie durch eine einfache, aus Kupferdraht herge­
stellte Einrichtung senkrecht gehalten wurden. Die Schutz­
kappe und der Glasbecher waren beide auf 96° erhitzt, 
und der Becher wurde vor dem Einstecken der Kapil­
larröhre mit warmem Wasser gefüllt. Dann wurde 5 Minuten 
lang zentrifugiert mit einer Tourenzahl von etwa 3000 pro 
Minute. Die Kernbildung wurde bei 21° beobachtet und 
zwar gezählt für obere und untere Hälfte.

In dem ersten der unten angeführten 4 Versuche mit je 
8 Röhren wurden die Röhren ohne vorausgehendes Er­
hitzen auf 96° direkt in das heisse Wasser des Zentri­
fugenbechers gesteckt und dort geschmolzen. Da wir im 
Laufe dieses Versuches einen Temperaturunterschied im 
Wasser beobachteten, wurde in den folgenden Versuchen 
auf 96° 5 Minuten lang erhitzt, da wir nach unseren schon 
beschriebenen Erfahrungen voraussetzen können, dass ein 
Temperaturunterschied von 2°—3° bei niedrigeren Tempe­
raturen während 5 Minuten dann ohne merkbaren Einfluss 
auf die Kernzahl ist.

Die Versuchsergebnisse sind in Tabelle 9 zusammenge­
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stellt. Nach Versuch 2 wurden die Röhren umgekehrt in 
den Glasbecher der Zentrifuge eingesteckt.

Tabelle 9.
Kernzahlen in zentrifugierten Piperonalschmelzen.

Versuch Nr............... 1 2 3 4
Minuten Aufenthalt bei 96° 0 5 5 5
Temp, des Wassers vor d.

Zentrifugieren.................. 83° 83° 81° 83°
Nach d. Zentrifugieren

oben ................................ 47,6° 47,5° 43,5° 43,5°
unten .............................. 44,6° 44,5° 42,0° 42,0°

Kernsumme der 8 Böhren
obere Hälfte.................. 15 10 12 9
untere Hälfte................ 30 20 12 16

Die Versuche zeigen deutlich, dass die Kernbildungs-
fähigkeit beim Zentrifugieren in die Richtung der Schwere 
verschoben wird. Bemerkt sei noch, dass in allen vier 
Versuchen in allen acht Röhren Kerne ganz unten am 
Boden auftraten.

In Versuch 2 waren 2/3 der Kerne nach der unteren 
Hälften der Röhre geschleudert. Nach dem Umkehren der 
Röhre verteilen sich die Kerne in Versuch 3 gleichmässig 
auf die beiden Hälften, und in Versuch 4 ist wieder die 
Mehrzahl der Kerne nach unten geschleudert.

III. Allozimtsäure.
Die Kristallisationsversuche mit den Allozimtsäure­

modilikationen wurden nicht in so grossem Umfange wie 
die Versuche mit Piperonal ausgeführt, denn der Zweck 
war bei der Allozimtsäure nur der Nachweis, dass die 
Allozimtsäuremodifikationen sich bei spontaner Kristal­
lisation auf dieselbe Weise wie das Piperonal verhalten.
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Für die Versuche wurde ein vor mehreren .Jahren 
dargestelltes Präparat von Allozimtsäure (68°-Modifikation) 
verwendet. Die Säure wurde durch Überführung in das 
saure Anilinsalz und Kristallisation der daraus gewonnenen 
freien Säure aus Benzin (Hexan) frisch gereinigt. Es wurde 
so vorerst die 68°-Säure erhalten. Durch Schmelzen der 
Säure im Dampftrockenschranke und Kühlen mit Eis wurde 
daraus 42°-Säure erhalten, und durch Kristallisation einer 
im Dampftrockenschranke geschmolzenen 68°-Säure aus 
Hexan erhielten wir glatt die 58°-Säure, so dass wir also 
die alten Angaben Biilmann’s bestätigen konnten. Die Be­
handlungen wurden unter dem von Biilmann vorgeschrie­
benen Schutz gegen Infectionen ausgeführt.

Wir haben die Kernbildung bei den drei Modifikationen, 
aber besonders bei der 68°-Säure untersucht, weil die 
Neigung dieser Säure nach Schmelzen wieder als 68°- 
Säure zu kristallisieren besonders zu der Behauptung einer 
Isomerie, im Gegensatz zu der von Biilmann befürworteten 
Trimorphie, Anlass gegeben hat.

Ausserdem haben wir die Kristallisationsgeschwindig­
keiten der drei Säuregattungen gemessen und zugleich die 
Geschwindigkeiten, mit denen sich eine niedriger schmel­
zende kristallinische Modifikation in eine der höher schmel­
zenden Modifikationen verwandelt, wenn sie auf einer 
Stelle mit der höher schmelzenden Modifikation geimpft 
wird.

1. Kristallkernbildung bei Allozimtsäure.
Die Versuche wurden auf ähnliche Weise wie bei der 

Untersuchung des Piperonals ausgeführt. Für die Be­
schickung der Röhren wurde die Säure im Dampftrocken­
schranke geschmolzen. Der Inhalt mehrerer Röhren hatte 
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selbst nach 14-tägigem Aufenthalt bei Zimmertemperatur 
nicht angefangen Kristallkerne zu bilden.

Die Kernbildungsversuche mit der Allozimtsäure wurden 
nicht mit U-förmigen Röhren ausgeführt, da diese geneigt 
waren beim wiederholten Schmelzen und Erstarren der 
Allozimtsäure zu springen. Wir haben später gefunden, 
dass dieses davon herrührte, dass die U-Röhren längere 
Zeit vor der Benutzung dargestellt worden waren und sich 
während der Aufbewahrung geändert hatten; denn Röhren 
aus derselben Darstellung hatten bei den Versuchen mit 
Piperonal sich gut bewährt und frisch gebogene U-Röhren 
waren, wie wir später fanden, auch bei Beschickung mit 
Allozimtsäure gut verwendbar. Für die Versuche, die wir 
jetzt beschreiben werden, wurden aber gerade Röhren 
benutzt. Die verschiedenen Röhren sind in den Tabellen 
mit den Buchstaben A, B und D bezeichnet.

a. 42 °-Säure. Rohr B wurde benutzt. Die Säure wurde 
während der in Tabelle 10 angegebenen Zeit in einen auf 
60° oder 50° erhitzten Wasserthermostaten eingetaucht, 
dann ca. 20 Sekunden bei 34° gehalten, zur Kernbildung 
10 Sekunden bei 0° oder 5° gehalten, und schliesslich 
wurden die Kerne während 60 Sekunden bei 34° gezählt. 
Die ziemlich niedrigen Temperaturen für die Kernbildung 
waren notwendig, da eine Schmelze der 42°-Säure bei 
Zimmertemperatur zu Kernbildung sehr wenig geneigt ist,

Tabelle 10.
42°-Allozimtsäure.

Schmelzen Kernbildung Zahl der 
Bestimm.

Mittlere Kernzahl 
Bohr B

60° in 20 Sek. 5° in 10 Sek. 3 0,7
60° - 20 — 0° - 10 — 3 etwa 75
50° - 20 — 5° - 10 — 7 12,9
50° - 40 — 5° - 10 — 5 3,2
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während bei 0° so viele Kerne gebildet wurden, dass sie 
nicht sicher gezählt werden konnten. Die zuletzt ausge­
führten Schmelzungen bei 50° zeigen, dass keine Kerne der 
58°-Säurc oder der 68°-Säure entstanden sind.

b. Die 58°-Säure wurde auf ähnliche Weise mit den 
Röhren A und D untersucht, indem bei 75° oder 65° ge­
schmolzen wurde. Dann wurden sie 20 Sekunden bei 
52,5° gehalten. Zur Kernbildung wurde auf 45° gekühlt, 
und die Kerne wurden im Laufe von 60 Sekunden bei 
52,5° gezählt. Mit jedem Rohr wurde die in der dritten 
Kolonne angegebene Zahl von Kernzählungen ausgeführt.

T a b e 11 e 11.
58°-Allozimtsäure.

Kernbildung bei 45° während 10 Sekunden.

Schmelzen

75° in 300 Sek
65° - 45
75° - 40

Zahl der Mittlere Kernzahl
Bestimm. A D

1 0 1
5 4,8 0,0
5 1,4 3,4

Die erste und letzte Versuchsreihe zeigt den Einfluss der 
Dauer des Erhitzens auf die Kernzahl. Der Einfluss der 
Temperatur beim Schmelzen auf die Kernzahl geht aus 
den beiden letzten Versuchsreihen hervor. Man bemerkt, 
dass auf 65° 45 Sek., auf 75° nur 40 Sekunden erhitzt 
wurde. Die Zeiten wurden so gewählt, weil es sich ergab, 
dass der Rohrinhalt bei 75° im Laufe von etwa 5 Sekunden 
schmolz, während das Schmelzen bei 65° etwa 5 Sekunden 
länger dauerte.

c. 68°-Säure. Diese Säure wurde bei 10° höheren 
Temperaturen als die 58°-Säure geschmolzen, also bei 85° 
oder 75°. Die Kernbildung geschah bei 55°, also auch 10° 
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höher als bei der 58°-Säure, und die Schmelzdauer war 
20, 40 oder 300 Sekunden, wenn bei 85° geschmolzen war, 
während bei der Schmelzung bei 75° die Dauer 45 Sekunden 
war, also hier wie bei der 58°-Säure 5 Sekunden länger 
als in einer der Versuchsreihen mit Schmelztemperatur 85°, 
wegen des langsameren Schmelzens bei der niedrigeren 
Temperatur. Die Schmelzen wurden 20 Sekunden lang im 
Thermostaten bei 60° gehalten, dann zur Kernbildung in 
den Thermostaten von 55° eingetaucht und schliesslich bei 
60° in etwa 60 Sekunden gezählt. Nach der Zählung wurden 
sie 90—120 Sekunden bei 20° zu vollständiger Kristallisation 
stehen gelassen, dann wiederum geschmolzen u. s. w. Wir 
fanden nämlich, dass auch die Dauer des Aufbewahrens 
zwischen den Schmelzungen auf die Kernzahl einen Einfluss 
hat. Die mittleren Kernzahlen sind in Tabelle 12 gesammelt.

Tabelle 12.
68°-Allozimtsäure.

Mittlere Kernzahl
Kernbildung bei 55° wärend 10 Sekunden.

Schmelzen Bestimm. A 1)
85° in 300 Sek. 1 3 1
85° - 40 — 5 1,2 2,2
85° - 20 — 10 4,7 7,5
85° - 40 5 2,8 4,4
85° - 20 — 10 4,1 5,6
75° - 45 — 10 3,9 4,8

Bei allen drei Gattungen der Allozimtsäure hat man somit 
ganz denselben Einfluss der Dauer des Erhitzens und der 
Temperatur, auf welche erhitzt wird, wie bei Piperonal: 
höhere Temperatur oder längeres Erhitzen gibt eine nie­
drigere Kernzahl.

d. Beim Piperonal haben wir gezeigt, dass eine auf be- 
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stimmte Weise zubereitete Schmelze, die längere Zeit unter 
dem Schmelzpunkt in flüssigem, also unterkühltem Zu­
stande gehalten wird, eine niedrigere Kernzahl gibt als 
ohne diese Nachbehandlung. Wir haben dann auch die 
68°-Allozimtsäure in dieser Richtung untersucht. Dafür 
wurden G U-förmige Kapillarröhren mit Allozimtsäure be­
schickt. Die Röhren waren kurz vor der Benutzung her­
gestellt, und wir hatten mit diesen gar nicht die Schwierig­
keiten, die uns bei der Arbeit mit Röhren begegneten, die 
längere Zeit aufbewahrt waren (cfr. Seite 27). Wir suchten 
erst die »normale« Kernsumme der sechs Röhren bei einer 
bestimmten Vorbehandlung zu bestimmen, um den Ein­
fluss einer Nachbehandlung bei Unterkühlung beobachten 
zu können. Die normale Vorbehandlung war

Schmelzen bei 70° während 45 Sekunden
Aufenthalt  - 64° — 15
Kernbildung  - 54° — 10

Zählung................................. - 64°Fertigkristallisation bei Zimmertemperatur.

Die Versuche wurden also so ausgeführt, dass die Zeit 
zwischen zwei Versuchen mit demselben Rohr immer 30 
Minuten war (Tabelle 13).

Man sieht, dass die Kernsumme der 6 Röhren von einem

Tabelle 13.
Bohr Nr. Kernzahl
1.................... IG 10 1 G 2 3 5
2 10 G 2 3 4 6 9

3.................. 4 5 3 2 1 0 4
4.................... 6 4 2 1 3 2 2
5.................... 6 3 0 3 1 1 2
6.................... 5 2 1 2 1 1 1

Summe 17 30 12 17 12 13 IG
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anfangs höheren Wert zu einem niedrigeren Wert abnimnit, 
der nach den 5 letzten Kernsummen etwa 14 ist.

Die Röhren wurden 45 Sekunden auf 75° erhitzt, dann 
aber 15 Stunden in einem Paraffinölthermostat bei 64° 
gehalten. Die über das Paraffinöl hinausreichenden Teile 
der Röhren waren durch Fächeln mit einer Gasflamme 
erhitzt um Kernbildung und dadurch verursachtes Hinein­
wachsen in die Schmelze möglichst zu vermeiden. Trotzdem 
war sowohl ein Hineinwachsen wie auch Kernbildung in 
sämmtlichen Röhren eingetreten. Es war jedoch möglich eine 
angenäherte Kernzählung durchzuführen, indem die Röhre 
erst zu Kernbildung 10 Sekunden bei 54° gehalten und die 
Kerne dann bei 64° gezählt wurden. Die Kernsumme war 
11. Der Versuch gab somit keine klare Antwort auf die 
gestellte Frage. Die Röhren wurden dann durch 4 Schmel­
zungen wieder in den normalen Zustand gebracht. Die 
Kernzahlen sind in Tabelle 14 zusammengestellt.

T a b e 11 e 14.
Rohr Nr.
1.............. 0

Kernzahl
5 3 1

2 0 5 4 3
3.............. 2 1 2 2
4.............. 1 I 2 3
5.............. 1 1 0 0
6.............. 0 4 0 3

Summe 4 17 11 12

Die erste Summe ist sehr niedrig und scheint eine Nach­
wirkung der langen Unterkühlung, wie bei Piperonal, an­
zudeuten. Die letzten drei Kernsummen geben im Durch­
schnitt 13,3 was ja gut mit dem aus Tabelle 13 abgeleiteten 
Wert 14 übereinstimmt.

Die Röhren wurde dann wiederum 45 Sekunden lang, 



32 Nr. 4. Einar Biilmann und Andreas Klit:

aber diesmal bei 70°, geschmolzen und darauf 7 Stunden 
bei 66° gehalten. Die Unterkühlung betrug also nun nur 2°. 
Die Rohrenden waren mit der Flamme erhitzt. Hinein­
wachsen in die Schmelze wurde nicht beobachtet; in Rohr 
Nr. 1 und 3 war aber je 1 Kern gebildet. Kernbildung kann 
also bei Allozimtsäure so nahe am Schmelzpunkte ein­
treten. Die Röhren wurden 10 Sekunden bei 54° gehalten 
und dann bei 64° beobachtet. Es entstand dabei 1 Kern in 
Rohr Nr. 2, keine in den anderen Röhren.

Die Kernsumme betrug somit nun nur 3. Als die Röhren 
dann auf gewöhnliche Temperatur gebracht wurden, trat 
Kernbildung ein, und zwar in Rohr Nr. 4 ein Kern der 
42°-Säure neben Kernen der 68°-Säure.

Die Röhren wurden dann wiederum durch wiederholte 
»Normalbehandlungen« in den Normalzustand gebracht. 
Die Kernzahlen sind in Tabelle 15 gesammelt.

Tabelle 15.
Rohr Nr. Kernzahlen
1 . . . . ............ 0 4 1 4
2 1 7 9 1
3. . . . ............ 0 5 0 5
4. . . . ............ 2 5 3 9

5. . . . ............ 0 2 0 0
6.. . . ............ 0 6 4 3

Summe 3 29 10 15

Dann wurde wiederum 45 Sekunden lang bei 70° ge­
schmolzen, und darauf wurden die Röhren 101/2 Stunden 
bei 66°, dann 10 Sekunden bei 54° gehalten und bei 64° 
beobachtet. In diesem Versuche entstanden überhaupt 
keine Kerne.

Als die Röhren dann bei gewöhnlicher Temperatur 
gehalten wurden, trat in Nr. 3 und 6 ein Hineinwachsen 
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von 68°-Säure von dem oberen Teile des Rohres ein. In 
Nr. 1, 2 und 3 wurden Kerne der 42°-Säure gebildet, Nr. 5 
blieb flüssig.

Nach Impfen mit 68°-Säure wurden die Röhren der 
»Normalbehandlung« unterworfen und gaben dabei die in 
Tabelle 16 gesammelten Kernzahlen.

Tabelle 16.
Kohr Nr. Kernzahlen
1.................... 1 0 3
2 9 9 1
3........ ........ 0 2 1
4.................... 2 0 1
5.................... 0 1 0
6.................... 0 2 0

Summe 5 7 6

Man sieht deutlich die auch bei dem Piperonal beob­
achtete Nachwirkung der Vorbehandlung.

2. Kristallisationsgeschwindigket der Allozimtsäure­
modifikationen.

Wir haben die Kristallisationsgeschwindigkeiten der 
Allozimtsäuremodifikationen untersucht, indem die be­
treffende Modifikation in geraden unten zugeschmolzenen 
Kapillarröhren (lichte Weite 1,5 mm) bei den unten ange­
gebenen Temperaturen 2 Minuten lang geschmolzen wurde. 
(Siehe jedoch die Versuche in Tabelle 18). Das Rohr 
wurde dann im Wasserthermostat auf die gewünschte Tem­
peratur gekühlt. Auf den Röhren waren die Längen 0—50 
und 50—100 mm markiert. Die Schmelzen wurden oben 
mit der zu untersuchende Allozimtsäuremodifikation geimpft 
und fingen sofort an von oben nach unten kristallinisch zu 
erstarren. Die Teilung der ganzen Strecke in zwei Hälften

Vid. Selsk. Matli-fys. Medd. XII, 4. 3
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war nützlich, weil sie es ermöglichte die Geschwindigkeit 
zu messen, auch wenn eine Kernbildung während der 
Kristallisation der oberen Hälfte in der unteren, noch 
flüssigen Hälfte auftrat. Das Auftreten von Kernen in der 
unteren Hälfte ist in den Tabellen mit K bezeichnet. Die 
Zeiten sind in Sekunden angegeben.

Mittlere Geschwindigkeit: 50 mm in 687 Sekunden, das 
ist 0,073 mm pro Sekunde bei 20°.

Tabelle 17.
Kristallisationsgeschwindigkeit der 42°-Säure.

Schmelzen 2 Minuten bei 60°, Kristallisation bei 20°.
Kohr A A B B C 1) I)

0— 50. . . 680 675 675 685 700 685 690
50—100. . . 690 K 685 685 675 700 705

Wir haben auch die Geschwindigkeit der 42° Säure bei 
9° gemessen, indem wie vorher 2 Minuten bei 60° geschmol­
zen wurde. Bei der niedrigeren Temperatur traten Kernbil­
dungen reichlich auf. Doch gelang es mit Rohr B und C 
die Geschwindigkeiten 265 und 270 Sekunden für 0—50 mm 
zu messen, das ist 0,187 mm pro Sekunde bei 9°.

Tabelle 18.
Kristallisationsgeschwindigkeit der 58°-Säure.

Schmelzen 2 Minuten bei 75°. Kristallisation bei 20°, 30°,
40° und 45°.

f c °4520° 30° 40°

0—50 50—100 0—50 50—100 0—5 0 50—100 0—50 50—100
A ............ 56 61 53 542 53 59 59 K
1).............. 56 58 51 53 54 K 58 K
A.............. 56 61 52 55 53 60 59 K
1).............. 58 581 52 52 53 K 60 63
Mittel (Sek.) 58 52,8 55,8 59,8
înm/Sek. . 0,86 0,95 0,90 0,84

1 6 Minuten bei 75°. 2 4 Minuten bei 75 o
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Die Kristallisationsgeschwindigkeit bei der 58°-Säure 
scheint in der Nähe von 30° ein Maximum zu haben. Wir 
haben auch die Kristallisation bei 50° beobachtet. Bei dieser 
Temperatur schreitet das Erstarren der Schmelze nicht kom­
pakt vorwärts, sondern es entstehen wohl-ausgebildete Kri­
stalle, die in die Schmelze hineinwachsen. Dadurch werden 
Unregelmässigkeiten verursacht, so dass übereinstimmende 
Werte nicht gefunden werden. Rohr A und I) gaben für 
0—50 mm die Werte 82 und 105 Sekunden.

Tabelle 19.

20° 30° 4(1° 50°

Kristallisationsgeschwindigkeit der 68°-Säure.
Schmelzen bei 85°, Kristallisation bei 20°, 30°, 40° und 50.

(1 — 50 50 -100 0 50 50—100 0—50 50—100 0—50 50—100
A.............. 34 35 15 31 31 35 54 56
A.............. 34 35 :13 34 34 35 57 56
Mittel (Sek.) 34,5 34 34,5 55,8
mm/Sek. . 1,45 1,47 1,45 0,90

Die Geschwindigkeit der 68 -Säure ändert sich nicht er­
kennbar zwischen 20° und 40°, nimmt aber bei noch höherer 
Temperatur ab. Bei 60° trat Kernbildung ein schon bevor die 
Kristallisation von 0 zu 50 fortgeschritten war. Die Zeit 
für 19 mm wurde zu 405 Sekunden gefunden. Hieraus 
wird die Geschwindigkeit bei 60° zu 0,047 mm/Sek. be­
rechnet, also etwa l/20 der Geschwindigkeit bei 50°.

Um die Geschwindigkeiten zu vergleichen sind sie unten 
zusammengestellt; man sieht keine deutliche Beziehungen 
zwischen Geschwindigkeit und Unterkühlungstemperatur. 
Die 58°-Säure und die 68°-Säure haben zwar die Ge­
schwindigkeit 0,90 mm/Sek. bei gleicher Unterkühlung, 
bei anderen Temperaturen besteht diese Übereinstimmung 
jedoch nicht.

3
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Tabelle 2 0.
Übersicht über die Kristallisationsgeschwindigkeitcn.

mm/Sek. 9° 20° 30° 40° 45° 50° 60°
42°-Säurc . . 0,187 0,073
58°-Säure . 0,86 0,95 0,90 0,8 1
68°-Säure . . 1,45 1,47 1,15 0,90 0,017

Julius Meyer1 hat vor Jahren die Kristallisationsge­
schwindigkeiten in Röhren von 3 mm lichte W eite gemessen 
und bei 25° die folgenden Werte gefunden:

1 Julius Meyer, Z. Elektrochem. 17, 976, (1911).
2 Nachdem dieses geschrieben Avar, erschien im Mai-Heft der Be­

richte eine Abhandlung von C. Weygand und H. Baumgärtel, die die 
Kristall isat ionsgescliAvindigkeiten der Allozimtsäuremodifikationen unter 
Deckglas im Mikroskop gemessen haben. Sie fanden (bei 22°) 68°- und 
58°-Säure: 0,5 mm/sec. und 42°-Säurc: 0,05 mm/sec.

42°-Säure 0,48; 58°-Säure 0,52; 68°-Säure 0,66 mm/Sek.

Die Reihenfolge der Geschwindigkeiten der drei Modifi­
kationen ist dieselbe wie die von uns gefundene, die ab­
soluten Werte aber sind ganz verschieden von den von uns 
beobachteten2.

3. Uniwandlungsgeschwindigkeit der kristallinischen 
Allozimtsäuremodifikationen.

Die Umwandlungsgeschwindigkeit einer festen Allo­
zimtsäuremodifikation in eine andere höher schmelzende 
haben wir auf folgende einfache Weise untersucht. Ein 
mit der zu untersuchende Modifikation beschicktes, unten 
zugeschmolzenes Kapillarrohr wurde senkrecht so auf­
gestellt, dass etwa 1 cm des unteren Teiles des Rohres in 
Wasser eintauchte, dessen Temperatur ein paar Grad über 
dem Schmelzpunkt der betreffenden Modifikation gehalten 
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wurde (Fig. 2). Oben wurde auf einer kleinen Strecke 
(A B) die Allozimtsäure geschmolzen durch kurzes Er­
hitzen mit einer kleinen Gasflamme. Dann wurde mit der 
höher schmelzenden Allozimtsäuremodifikation geimpft 
durch Einstecken eines Platindrahtes mit Kristallen dieser
Modifikation in die geschmolzene Säure, die dann augen­
blicklich erstarrte und innige Berührung (bei B) zwischen 
der höher schmelzenden und der nie­
driger schmelzenden Modifikation her­
stellte. Die Zeit wurde notiert. Die Um­
wandlung der niedriger schmelzenden 
Modifikation in die höher schmelzende 
fing dann an sich durch den kristalli­
sierten Strang zu vollziehen, und wenn 
die Umwandlung bis zu C fortgeschrit­
ten war, fing die unten sich befindende 
Allozimtsäure an zu erstarren, weil die 
Temperatur des Wassers unter dem 
Schmelzpunkt der benutzten höher 
schmelzenden Modifikation gehalten wurde. Da das Er­
starren der geschmolzenen Säure viel schneller verläuft 
als die Umwandlung der festen Säure, konnte die der 
vollständigen Umwandlung entsprechende Zeit hinläng­
lich genau bestimmt werden.

Wir haben auf diese Weise die Umwandlungen von 
42°-Säure in 58°-Säure und 68°-Säure und von 58°Säure 
68°-Säure untersucht, wobei die Temperatur der Luft etwa 
27° war. Die Versuche wurden mit 2 Böhren E und F aus­
geführt; die Messungen sind in Tabelle 21 zusammengestellt. 

Man sieht, dass die beiden Röhren bei übereinstim­
mender Behandlung nicht übereinstimmende Umwand­
lungsgeschwindigkeiten geben. Dieses rührt wahrscheinlich
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Tabelle 2 1.
Umwandlungsgeschwindigkeit der festen Allozimtsäuren

bei 27°.
Durchwachsen von Bohr m in. Min. mm Ai in

58°-Säure durch 12 -Säure E 65 21 3.10
— ■— E 47 8,8 5,34

68°-Säure durch 58C-Säure E 16 35 0,46
— — E 19 50 0,98

()8°-Säure durch 42 -Säure E 18 2,1 7,50
— E 21 «) 7,00

davon her, dass der Strang von fester Allozimtsäure das 
Rohr nicht' gleichmässig füllt. Beim Erstarren der Säure 
zieht sich diese zusammen und es entstehen luftgefüllte 
Räume in der Masse. Die Umwandlung schreitet dann 
nicht gleichmässig fort. Die Zahlen zeigen jedoch sehr 
deutlich, dass die Umwandlungen mit verschiedenen Ge­
schwindigkeiten sich fortpflanzen, am schnellsten bei der 
Umwandlung von 42 -Säure in die (iS1 -Säure, langsamer 
bei der Umwandlung der 42°-Säure in die 58°-Säure und 
noch langsamer endlich bei der Umwandlung von 58°- 
Säure in die 68°-Säure. Die beobachteten Umwandlungs­
geschwindigkeiten machen cs verständlich, dass die niedriger 
schmelzenden Modifikationen gegen Impfkerne der höher 
schmelzenden sorgfältig geschützt werden müssen um 
Umwandlungen zu vermeiden.

Ganz interessant scheint ein Vergleich der Geschwindig­
keiten, mit denen die Säuren in einer Schmelze und in 
einer niedriger schmelzenden Modifikation kristallisieren. 
Sie sind in Tabelle 22 zusammengestellt. Die Umwandlungs­
geschwindigkeiten sind hier in mm/Sek. angegeben.

Man sieht, dass die Geschwindigkeiten in Schmelzen 
ein Mehrfaches der Geschwindigkeiten bei entsprechenden 
Umwandlungen der festen Modifikationen sind. Die I nter- 
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schiede sind jedoch nicht so gross, wie man vielleicht 
erwarten würde. So vollzieht sich z. B. die Kristallisation 
der Schmelze zu 58°-Säure nur 10—20 Mal schneller als

Tabelle 2 2.
Vergleich der Kristallisations- und Umwandlungs­

geschwindigkeiten.
Umwandlung Temp.

Flüssig58°-Säure fest...................... 30°
42°-Säure fest —> 58°-Sä ure fest... 27°
Flüssig—> 68°-Säure fest...................... 30°
42°-Säure fest —> 68°-Säure fest . . . 27°
58°-Säurc fest —> 68°-Säure fest . . . 27°

mm/Sek.
0,95 

0,052—0,089
1,47

0,117—0,125
0,008—0,016

die Umwandlung der festen 42°-Säure in feste 58°-Säure 
und die Kristallisation der Schmelze zu 68°-Säure nur 10 Mal 
schneller als die Umwandlung der festen 42°-Säure in die 
feste 68°-Säure, aber 60—160 Mal schneller als die ent­
sprechende Umwandlung der 58°-Säure1.

1 Nach dem Abschluss dieser Untersuchung haben C. Weigand und 
K. Baumgäbtel Messungen über die Umwandlungsgeschwindigkeiten im 
Mai-Heft der Berichte der Dtsch. ehern. Ges. veröffentlicht. Sie fanden 
bei 22°: 58°-> 68°-Säure 0,0015/sec.; 42°-> 58°: 0,015 mm/sec. und 
42°-^- 68°: 0,030 mm/sec. Die absoluten Werte weichen stark von den 
von uns beobachteten ab. Betrachtet man aber das Verhältnis zwischen 
den Geschwindigkeiten, ist die Übereinstimmung so gut, wie man es 
bei Messungen unter ganz verschiedenen Bedingungen erwarten kann.

IV. Zusammenfassung und theoretische 
Betrachtungen.

Nachdem wir oben unsere Experimente mitgeteilt haben, 
werden wir jetzt die Hauptergebnisse zusammenstellen und 
eine Erklärung der Ergebnisse suchen.
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1. Versuche mit Piperonal.
a. Die Messungen bestätigen ganz den Befund Othmers, 

dass die Kernzahl um so kleiner wird, je höher die Tem­
peratur des Schmelzbades (Tab. 2) und je länger die Dauer 
des Erhitzens (Tab. 3 und 4) gewesen ist.

Wenn man erst bei einer höheren Temperatur schmilzt 
und dann die Schmelze eine Zeitlang bei einer niedrigeren 
Temperatur hält, dann gibt sie nicht eine der niedrigeren 
Temperatur entsprechende Kernzahl, sondern die Wirkung 
der beiden Erhitzungen summieren sich (Tab. 3 und 5).

b. Auch wenn die Schmelze in unterkühltem Zustande 
gehalten wird, nimmt die Kernzahl nicht zu. Vielmehr 
haben wir gefunden, dass die Kernzahl einer Schmelze 
bei sehr langer Unterkühlung abnimmt (Tab. 5). In 
dieser Hinsicht besteht also kein Wesensunterschied zwischen 
Temperaturen über und unter dem Schmelzpunkt des 
Körpers, so lange dieser sich nur im flüssigen Zustand 
befindet.

c. Es besteht keine Proportionalität zwischen Stoffmasse 
und Kernzahl, wenn kleine Stoffmassen betrachtet werden 
(Tab. 6).

d. Die Kernzahl hängt nicht allein von den bei der 
Schmelzung und Kernbildung herrschenden Bedingungen 
ab, sondern wird auch von den diesen Behandlungen vor­
ausgeh enden Umständen beeinflusst. Röhren, die durch 
starkes oder langes Erhitzen auf niedrige Kernzahlen ge­
bracht worden sind, geben nach vollständiger Kristallisation 
und darauffolgender Schmelzung bei einer niedrigeren 
Temperatur nicht die dieser Temperatur entsprechende 
Kernzahl, sondern eine niedrigere. Durch wiederholte 
Schmelzungen bei der niedrigeren Temperatur und dar­
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auffolgende Kristallisation steigen die Kernzahlen der 
Röhren wiederum und nähern sieh nach und nach der 
dieser Temperatur entsprechenden Kernzahl (Tab. 5). Die 
Röhren mussten deshalb für bestimmte Versuchsbedin­
gungen durch derartige Behandlungen »gealtert« werden.

e. (re) Bei übereinstimmender Behandlung der Röhren 
während des Schmelzens und der Kernbildung erhält man 
übereinstimmende Kernzahlen.

(/$) Bei übereinstimmender Behandlung während des 
Schmelzens, aber bei verschiedenen Kernbildungstempe­
raturen hängt die Kernzahl auch von der Kernbildungs­
temperatur ab und zwar so, dass die niedrigere Kern­
bildungstemperatur die höhere Kernzahl gibt, wenn die 
Temperaturen nicht zu weit unter dem Schmelzpunkte 
liegen.

(/) Bei übereinstimmender Behandlung während des 
Schmelzens und übereinstimmender Kernbildungstempe­
ratur hängt die Kernzahl von der Dauer des Aufenthaltes 
der Schmelze bei der Kernbildungstemperatur in der 
Weise ab, dass für die Bildung der Hauptmenge der Kerne 
schon etwa 10 Sekunden ausreichen. Nach 20 Sekunden 
werden nur sehr wenige neue Kerne gebildet. Dieses ist 
für die Zählung der Kerne sehr wichtig, weil das Anwachsen 
der Kerne die mögliche Dauer der Beobachtung begrenzt.

f. Was man beobachten kann, sind die hinreichend 
grossen Kristallkerne. Die Schmelze ändert ihren Zustand, 
nachdem das Schmelzen eingetreten ist, denn die Zahl der 
Kerne nimmt mit zunehmender Temperatur des Schmelz­
bades und zunehmender Dauer des Aufenthaltes im Schmelz­
bade ab. Die sichtbaren Kerne entwickeln sich aus unsicht­
baren Molekülkomplexen, die unmittelbar nach dem 
Schmelzen eines kristallinischen Körpers in reichlicher 
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Menge vorhanden sind, deren Zahl aber mit steigender 
Temperatur abnimmt. Aus diesen unsichtbaren »Kern­
bildnern« entstehen die sichtbaren Kerne. Die »Kern­
bildner« können aber nicht alle gleich sein; denn je nach 
der Kernbildungstemperatur kommt nur eine gewisse 
Zahl sichtbarer Kerne zum Vorschein. Man kann es sich 
so vorstellen, dass das Kernbildungsvermögen der Kern­
bildner graduiert ist. Betrachten wir z. B. die in Fig. 1 
dargestellten Versuche mit Schmelzen bei 60°, dann ist die 
Vorbehandlung beim Schmelzen identisch in den zu den 
Kurven V, III und I entsprechenden Versuchen. Bei 30° 
(Kurve V) kommt ein gewisser Bruchteil der Kernbildner 
zu Entwickelung, bei 27,5° ein grösserer Anteil, bei 25° 
ein noch grösserer Anteil, und eine noch niedrigere Tem­
peratur würde ein weiteres Ansteigen der Kernzahl geben. 
Für die Berechtigung dieser Betrachtungsweise ist es von 
Bedeutung, dass keine Kernbildner während der Zeit der 
Zählung der Kerne vernichtet werden (Tab. 1).

g. Falls die Kernbildner alle die gleiche Kernbildungs­
fähigkeit besitzen, muss man einen einer monomolekularen 
Reaktion entsprechenden Verlauf der Kurven (Fig. 1) 
erwarten, was mit der Form dieser Kurven nicht über­
einstimmt. Dagegen stimmt das rasche Ansteigen und der 
bald eintretende fast horizontale Verlauf der Kurven mit 
der Annahme einer graduierten Kernbildungsfähigkeit der 
Kernbildner gut überein: Die Kernbildner, die z. B. auch 
bei 30° oder 27,5° aktiv sind, geben bei 25° schon in 
5—10 Sekunden sichtbare Kerne, die sich zu den Kernen 
summieren, die aus Kernbildnern entstehen, die erst 
zwischen 27,5° und 25° aktiv sind und, wie die Kurve 
zeigt, im Laufe von etwa 20 Sekunden fast ganz zur Ent­
wicklung gelangen. Wir haben die Auffassung, dass die in 
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Fig. 1 dargestellten Versuche zeigen, dass die Reproduzier­
barkeit der Kernzahlen nicht nur bedeutet, dass wir durch 
übereinstimmende Behandlung einen reproduzierbaren An­
teil der Kernbildner als sichtbare Kerne zum Vorschein 
bringen, sondern auch dass die Kernzahl mit sehr grosser 
Annäherung der Zahl der bei der benutzten Kernbildungs­
temperatur aktiven Kernbildner gleich ist.

h. Die Bildung und Vernichtung der Kernbildner in 
einer Schmelze ist keine reversible Reaktion (sieh oben d), 
und die in den unter verschiedenen Umständen bereiteten 
Schmelzen beobachteten Kernzahlen entsprechen nicht 
Gleichgewichten in den Schmelzen.

i. Die Kernbildner vertragen das Erhitzen auf Tempe­
raturen, die so hoch über dem Schmelzpunkte des Pipe­
ronals liegen, dass die Kernbildner nicht einfach als kleine, 
das Schmelzen überlebende Kristalle aufgefasst werden 
können. Sie können auch nicht einfach als Anhäufungen 
von Molekülen aufgefasst werden, die durch niedrigen 
Energiegehalt oder besondere Gestalt für eine Kristallkern­
bildung besonders geeignet sind. Solche Anhäufungen 
würden nicht ohne weiteres so beständig sein. Es scheint 
deshalb angemessen nach besonderen Ursachen zu suchen, 
die die Beständigkeit solcher Anhäufungen verständlich 
machen können, und hier scheint es natürlich an die 
stabilisierende Wirkung einer Adsorption zu denken. Wir 
haben dann erst unsere Aufmerksamkeit auf die Glaswand 
der Kapillarröhre gerichtet, da die Kerne, die sich in den 
engen Röhren bilden, anscheinend hauptsächlich an der 
Glaswand entstehen. Jedoch haben wir die Erfahrung 
gemacht, dass auch im Inneren des Piperonalstranges frei 
schwebende Kerne entstehen, und in Versuchen, die wir 
mit Röhren grösserer Weite ausführten, beobachteten wir 
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reichliche Bildung frei schwebender Kerne. Ganz aus­
schlaggebend sind endlich die in Tabelle 9 mitgeteilten 
Versuche, nach welchen die Kernbildner in den Röhren 
durch Zentrifugieren nach unten geschleudert werden. 
Diese Versuche zeigen, dass die nicht sichtbaren Kern­
bildner ein Gewicht haben müssen, das ein sehr grosses 
vielfaches vom Gewicht des Piperonalmolekels ist. Dieses 
führt uns weiter dazu eine von Hinshelwood und Hartley1 
schon 1922 und von W. T. Richards2 vor kurzem ausge­
sprochene Hypothese über Kristallkernbildung zur Er­
klärung unserer experimentellen Ergebnisse heranzuziehen.

Hinshelwood und Hartley haben mit einer Reihe von 
Körpern (Salol, Phenol, Paratoluidin, Orthonitrophenol) die 
\\ ahrscheinlichkeit des Eintretens der Kristallisation un­
tersucht, indem sie etwa 100 Röhrchen mit jedem dieser 
Körper beschickten, die Röhrchen über den Schmelzpunkt 
der betreffenden Körper erhitzten und dann bei einer unter 
dem Schmelzpunkte liegenden Temperatur das Auftreten 
des ersten Kristallkerns in den verschiedenen Röhrchen 
beobachteten. Sie bestimmten so die Zahl der Röhren, in 
denen zu verschiedenen Zeiten Kristallisation eingetreten 
war. Indem sie die Abhängigkeit zwischen Dauer des 
Aufenthaltes bei der Kernbildungstemperatur und Zahl der 
Röhren, in denen Kristallisation eingetreten war, in Kurven 
abbilden, sind sie zu Kurven gelangt, die erst ein starkes 
Ansteigen aufweisen und dann fast horizontal verlaufen.

Hinshelwood und Hartley meinen, dass die Kristall­
kernbildung verursacht wird durch kolloidale Staubpartikel, 
die aus der Luft in die betreffenden Körper hineingeraten 
sind. Durch Adsorption werden diese Partikel mit einer

1 Phil. Mag. [6] 43, 78 (1922).
2 J. Am. Chem. Soc. 54, 479 (1932).
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Schicht von Molekülen des geschmolzenen Körpers beklei­
det, und diese adsorbierten Moleküle sind auf bestimmte 
Weise orientiert.

Bei einer bestimmten Temperatur unter dem Schmelz­
punkte des Körpers haben nun diese mit orientierten 
Molekülen bekleideten Partikel von einer von der Tem­
peratur abhängigen Dimension ab die Eigentümlichkeit, 
dass sie sofort eine Kristallisation einleiten. Partikel, die 
kleiner sind, werden aber bei der betrachteten Temperatur 
nur dann aktiv, falls sie durch wiederholte Anlagerungen 
von Molekülschichten die Dimension erreichen, die not­
wendig ist um die Kristallisation bei der betreffenden 
Temperatur sofort einzuleiten.

Was Hinshelwood und Hartley experimentell fest­
gelegt haben, ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
der Kernbildung in Abhängigkeit von der Dauer des 
Aufenthaltes bei einer Kernbildungstemperatur, also das­
selbe, was wir mit einer ganz anderen Versuchanordnung 
und mit einem anderen Körper untersucht haben. Dessen 
ungeachtet haben die Kurven bei Hinshelwood und 
Hartley einen ganz ähnlichen Verlauf wie die von uns 
hier in Fig. 1 wiedergegebenen, und zwar haben wir in 
unseren Versuchen mit Piperonal auch eine ähnliche ge­
genseitige Lage der Kurven für verschiedene Kernbil­
dungstemperaturen wie Hinshelwood und Hartley ge­
funden.

Da wir nun zu dieser Bestätigung des von Hinshelwood 
und Hartley gegebenen Gesamtbildes der Kristallkern­
bildung noch durch unsere Versuche über das Verhalten 
der Kernbildner bei Zentrifugieren eine experimentelle 
Stütze für die Hypothese von Hinshelwood und Hartley 
erbracht haben, schien es uns angemessen, unsere anderen 
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Versuchsergebnisse im Lichte dieser Hypothese zu be­
trachten.

Die Hypothese erklärt ungezwungen, dass die Aktivität 
der Kernbildner graduiert ist, indem sie nur bis zu einer 
von der Kernbildungstemperatur bestimmten Dimension 
aktiv sind. Auch stimmt sic mit unserer Auffassung überein, 
dass in erster Näherung die beobachtete Kernzahl mit der 
Zahl der bei der benutzten Kernbildungstemperaturen 
aktiven Kernbildner identisch ist.

Weiter erklärt die Hypothese nicht nur die durch 
Adsorption bewirkte Beständigkeit der Kernbildner über 
dem Schmelzpunkte, sondern auch, dass die Kernbildner 
nach und nach vernichtet werden, indem die adsorbierten 
Moleküle abgelöst werden oder ihre für die Kristallbildung 
günstige Orientierung zerstört wird. Und zwar versteht man, 
dass diese Vernichtung der Kernbildner mit steigender 
Temperatur schneller eintritt, dass sie aber auch, wie wir 
gefunden haben, in der unter den Schmelzpunkt abge­
kühlten Schmelze stattfindet.

Dass die Röhren »gealtert« werden müssen um re­
produzierbare Kernzahlen zu geben, kann auch durch die 
Hypothese erklärt werden. Wird nämlich der Inhalt eines 
Rohres bei hoher Temperatur gehalten, dann werden die 
von den Staubpartikeln gebildeten Kernbildner mehr oder 
weniger weitgehend vernichtet; bei einer angemessenen 
Kernbildungstemperatur gibt das Rohr deshalb nur eine 
kleine Kernzahl. Während der Kristallisation werden aber 
einige der Staubpartikel so mit orientierten Molekülen 
bekleidet, dass sie als Kernbildner aktiv sein können. Der 
kristallisierte Körper gibt deshalb bei mässiger Schmelz­
temperatur eine Schmelze, in der die Zahl der Kernbildner 
angewachsen ist. Bei Wiederholung der Kristallisation und 
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des Schmelzens steigt dann die Kernzahl, aber nur bis zu 
einem Maximum, weil auch bei der benutzten niedrigeren 
Schmelztemperatur eine Vernichtung von Kernbildnern 
stattfindet. Man kommt somit zu einem Maximum, das 
jedoch nicht als ein Gleichgewicht aufgefasst werden darf, 
denn das reproduzierbare Maximum hängt nicht nur vom 
der Schmelztemperatur ab, sondern auch von der Dauer 
des Erhitzens. Alle Erfahrungen scheinen zu zeigen, dass 
ein Gleichgewicht nur bei sehr hohen Temperaturen oder 
sehr langem Erhitzen erreicht wird, und dass die Kern­
zahlen dann so niedrig sind, dass eine statistische Behand­
lung derselben unmöglich wird.

Bei unseren Versuchen mit kleinen Stoffmengen haben 
wir keine Proportionalität zwischen Stoffmengen und Kern­
zahl beobachtet. Sie liess sich nach der Hypothese von 
Hinshelwood und Hartley auch nicht erwarten. Denn 
sie würde eine gleichmässige Verteilung des Staubes in 
dem untersuchten Körper voraussetzen.

2. Versuche mit Alloziintsäure.
Ein Vergleich der Versuchsergebnisse der Allozimt­

säuremodifikationen mit den mit Piperonal erhaltenen zeigt 
sehr gute Übereinstimmung in der Abhängigkeit der Kern­
zahl von der Temperatur des Schmelzbades und der Dauer 
des Erhitzens. Hier wie dort nimmt die Kernzahl mit 
gesteigerter Temperatur und Dauer des Erhitzens ab, und 
zwar für alle drei Allozimtsäuremodifikationen. Die Be­
obachtung, dass die Vernichtung der Kernbildner einer 
bestimmten Allozimtsäuremodifikation ein Zeitphänomen 
ist, gibt somit zu der Annahme einer Isomerie keinen Anlass. 
Vielmehr muss man erwarten, dass die Schmelze einer 
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bestimmten Allozimtsäuremodifikation, wegen der Fähig­
keit der Kernbildner das Schmelzen zu überleben, bei 
spontaner Kristallisation eben die Allozimtsäuremodifikation 
geben muss, aus der die Schmelze entstanden ist, wenn die 
Kernbildner nicht durch sehr langes oder hohes Erhitzen 
vernichtet worden sind.

Nimmt man mit Hinshelwood und Hartley an, dass 
die Kernbildner Staubpartikel sind, die mit Molekülen in 
einer für die Bildung von Kristallen günstig orientierten 
Weise bekleidet sind, dann folgt daraus ungezwungen, dass 
aus den verschiedenen Allozimtsäuremodifikationen ver­
schiedene Kernbildner das Schmelzen überleben. Und 
falls die Kristallisation nun durch diese überlebenden 
Kernbildner eingeleitet wird, muss man die feste Modi­
fikation erhalten, aus der die Schmelze entstanden ist.

Daneben besteht aber bei unseren polymorphen Körpern 
die Möglichkeit, dass neben den überlebenden Kern­
bildnern durch Bekleidung von nackten Staubpartikeln 
Kernbildner anderer Modifikationen entstehen. Es kann 
dann geschehen, dass mehrere Modifikationen neben ein­
ander auskristallisieren, was bei Versuchen in engen 
Röhren beobachtet werden kann, wenn kurz nach dem 
Erstarren die Schmelztemperaturen des Rohrinhaltes unter­
sucht werden. Wegen der raschen Umwandlung der nie­
driger schmelzenden Modifikationen in die höher schmel­
zenden beim Impfen (Sieh Tabelle 21) wird man jedoch 
gewöhnlich eine vollständige Umwandlung beobachten, 
auch falls nur einzelne Kerne einer höher schmelzenden 
Modifikation wirksam gewesen sind.

Geht man von einer Schmelze aus, in der durch hin­
längliches Erhitzen alle oder fast alle Kernbildner ver­
nichtet worden sind, so dass die Wahrscheinlichkeit für
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Bildung des ersten Kerns der ursprünglichen Modifikation 
so gering ist, dass aus »nackten« Staubpartikeln andere 
Kernbildner entstehen können, bevor die überlebenden 
Kernbildner sich geltend machen, dann besteht eine von 
den Umständen (Temperatur, bei Lösungen auch das 
Lösungsmittel) abhängende Möglichkeit der vollständigen 
Umwandlung einer Modifikation in eine andere bei spon­
taner Kristallisation, und zwar können die Umstände hier 
sowohl für die Bildung einer niedriger schmelzenden 
Modifikation als auch für die einer höher schmelzenden 
besonders günstig sein.

Wir haben somit die Auffassung, dass sämtliche Be­
obachtungen bei spontaner Kristallisation der Allozimt­
säuremodifikationen durch Polymorphie natürlich er­
klärt werden, und dass der Einwand gegen diese Auffassung, 
nämlich dass diese drei Modifikationen Schmelzen geben 
können, die nicht identisch sind (indem sie geneigt sind, 
wieder in der ursprünglichen Form zu kristallisieren) nicht 
als Beweis gegen eine Polymorphie aufrecht erhalten 
werden kann; denn die Beständigkeit der Kristallbildner 
eines Körpers muss ja bei polymorphen Körpern unter 
geeigneten Bedingungen eben in Bezug auf die Kristal­
lisation zu nicht identischen Schmelzen fuhren.

Die Annahme einer Polymorphie schliesst natürlich gar 
nicht aus, dass in den verschiedenen kristallisierten Formen 
eines polymorphen Körpers die einzelnen Moleküle nicht 
nur in verschiedenen Kristallgitter eingelagert sind, sondern 
dass sie auch in diesen Gittern unter Beibehaltung ihrer 
Strukturformel mit verschiedenen »Attitüden« auftreten kön­
nen. In kristallisiertem Benzol ist das Benzolmolekül in 
einer bestimmten Attitüde anwesend, in der es im flüssigen 
Benzol nicht fixiert ist. Dieses Verhalten wird aber nicht

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 4. 4
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als Isomerie aufgefasst. Ebenso wenig dürfte das Auftreten 
eines Moleküls in verschiedenen Attitüden bei Kristallisation 
in verschiedenen Kristallisationsformen als Isomerie be­
zeichnet werden, weil wir dafür die gute und altbewährte 
Bezeichnung Polymorphie haben.

de Jong1 sieht einen Beweis gegen Isomerie bei den 
Allozimtsäuremodifikationen darin, dass sie alle drei mit 
trans-Zimtsäure Kristalle derselben Doppelsäure bilden, 
und sucht somit die von uns angenommene Auffassung zu 
stützen. Wir können jedoch nicht die Identität der aus den 
drei Allozimtsäuremodifikationen erhaltenen Präparate der 
Doppelsäure als Beweis für die Identität der drei Allo­
zimtsäuremodifikationen anerkennen, weil diese, falls sie 
isomer wären, jedenfalls ausserordentlich leicht und rasch 
in einander verwandelt werden können, ein Einwand, der 
auch von Weygand und Baumgärtel (1. c.) gegen die 
Schlussfolgerung de Jongs gemacht worden ist.

1 A. W. K. de Jong, Bee. Trav. Chim. Pays-Bas. 48, 1092 (1929); 49 
216 (1930).

2 Julius Meyer und K. Pukall, Z. physikal. Ch. (A), 145, 360 (1929).

Auf der anderen Seite haben Julius Meyer und Pukall2 
versucht, einen chemischen Beweis für eine chemische 
Verschiedenheit bei den Allozimtsäuremodifikationen zu 
bringen, indem sie die Additionsgeschwindigkeit von Brom 
an die drei Körper in Chloroform untersucht haben. Sie 
finden, dass die 68°-Säure die Konstante 0,0317 und, in 
einem anderen Versuch, 0,0267 hat, die 58°-Säure aber 
(nur ein Versuch) 0,0361 und die 42°-Säure endlich (auch 
nur ein Versuch) 0,0466. Sie schliessen hieraus, dass die 
42°-Säure »auch in Lösungen ein durchaus selbständiges 
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chemisches Gebilde ist, welches zu den beiden anderen 
Allosäuren nicht im Verhältnis der Polymorphie steht« 
(1. c. Seite 389). Wir können die Berechtigung dieser Schluss­
folgerung nicht anerkennen, schon weil im einzigen Falle, 
wo 2 Messreihen vorliegen (bei der 68°-Säure) die Ab­
weichung zwischen den für einen und denselben Körper 
gefundenen Werten der Konstanten so gross ist, dass der 
etwas grössere Wert der bei der 42°-Säure in nur einem 
Versuche gefundenen Konstanten seine Beweiskraft verliert. 
Übrigens glauben wir, dass die gewählten Mengenver­
hältnisse zwischen Allozimtsäure und Brom, nämlich etwa 
4—9 Mol Allozimtsäure auf 1 Mol Brom, nicht zweckmässig 
sind, wenn man, wie Julius Meyer und Pukall die Kon­
stante aus der Gleichung eines bimolekularen Reaktions­
verlaufes berechnet. Um so mehr macht dieses sich geltend, 
weil die erste Messung gemacht wird, wenn mehr als die 
Hälfte des Broms schon verbraucht ist. Diese und andere 
Einwände haben wir Herrn Professor Dr. Julius Meyer 
brieflich ausführlich mitgeteilt, und Herr Professor Meyer 
hat uns freundlichst geantwortet, dass er die Untersuchung 
wieder aufnehmen wird.

August 1932. Universitetets kemiske Laboratorium,
Kopenhagen.

Færdig fra Trykkeriet den 31. December 1932.
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Comet Comas Sola (1 926 f) was discovered on 1926 
Nov. 4 by Comas Sola in Barcelona. Using 199 ob­

servations from 1926 and 1927 the writer undertook the 
computation of a definitive orbit1 for this comet with the 
following result:

Date of osculation 1926 Nov. 3 0.0

T = 1927 March 22. 1929 U. T.
w = 38° 27' 50".8

_Q = 65°35'41".O
i = 13° 45'43".3

1925.0

y = 35° 6' 26".4
a = 4.17176
P = 8.52094 (jul. years).

Referred to the standard equinox of 1950.0 the elements 
are:

« = 38°.47714 
o = 65°.93112
i = 13°.76307

1950.0

and the equatorial constants:

x = —0.970009 (cos E— e) — 3.235433 sin E 
y = + 3.433358 (cos E — e) — 1.060704 sin E
z = + 2.162110 (cos E — e) + 0.232816 sin E

1 Det kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Mathematisk-fysiske Med­
delelser X, 13. (Publikationer og mindre Medd. fra Kbhvns Observatorium 
Nr. 74).

1*
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From the elements the return of the comet may be ex­
pected in 1935, and it was planned to compute the per­
turbations by Jupiter and Saturn in the years 1926—1935, 
and to procure new osculating elements for a date near 
the perihelion in 1935.

In 1931 I was asked by Dr. L. J. Comrie, Superintendent 
of the Nautical Almanac Office, Greenwich, if I would help 
him to illustrate the use of the extensive tables1, that 
were about to be published by the Nautical Almanac Office. 
The principal part of these tables is the co-ordinates of the 
major planets (except Mercury), both the spherical co­
ordinates (longitude, latitude and radius vector) and the 
heliocentric equatorial rectangular co-ordinates, together with 
the attractions of the planets on the Sun, all referred to the 
standard equinox of 1950.0. Everybody who has carried 
through calculations of perturbations over a long period 
of time knows how inconvenient it was to have to change 
the equinox during the computation, which in former times 
happened every 10 years. With the publication of these 
new tables this difficulty disappears for in the tables are 
found :

for Jupiter and Saturn (the only perturbing bodies 
usually taken into consideration): the co-ordinates 
for the years 1800—1940 (for 1800—1900 only the 
spherical co-ordinates),
for Uranus and Neptune: the co-ordinates for 1903—1940, 
for Venus, the Earth and Mars: the co-ordinates for 
1920—1940.

It is planned to continue these tables up to 1960, and 
later to 1980. The volume also gives a number of very

1 «Planetary co-ordinates for the years 1800—1940, referred to the 
equinox of 1950.0».
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useful auxiliary tables, e. g. an 8-figure table of with 

r2 as argument (2 < r2 < 20).
I gladly agreed to this proposal of co-operation and the 

more so as the calculations I had planned for comet 1926 f 
would then get an excellent check. It was decided to carry 
through the calculations of perturbations for comet 1926 f 
using two methods: the classical Encke method and the so- 
called Cowell method. All calculations were done with 
calculating machines.

Both methods are based on the differential equations: 

(1)

where x, y, z are the heliocentric co-ordinates of the per­
turbed body, T], yr, zr the co-ordinates of the perturbing 
body and r2 = x2 + y2 + z2, r2 .= æi + y ? + z?, = (xt — x)2 
+ (y i — y)2 + (~i ~ 2)2-

In both methods the first term in the symbol of sum­
mation has to be computed for each of those planets whose 
attractions the computer intends to take into account. The 
last term in the summation can be taken directly from the 
N. A. O. tables.

In the Encke method the three differential equations 
are not integrated directly by numerical integration, but 
putting :

X = Xq + £ 
y = y0 + Z? 

z = z0 + £
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where ¿r0, y0, z0 are the co-ordinates of the unperturbed 
orbit and £, /z, £ die perturbations, and introducing in (1) 
the differential equations from the unperturbed motion:

three differential equations in -à-, result, whichdr at- dr
after some transformations and introduction of auxiliary 
quantities can be integrated by numerical integration1 
eventually using the «trick» given by Oppolzer2. It will 
be seen that in Encke’s method the first thing to be done 
is the computation of the unperturbed rectangular co­
ordinates, which is a usual ephemeris computation, and 
then the perturbations of the unperturbed orbit must be 
computed step by step by numerical integration.

1 See for instance G. Stracke: Bahnbestimmung der Planeten und 
Kometen, page 261.

2 Loe. cit. page 263.
3 Oversigt over det Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs For­

handlinger, 1889 page 28, 1892 page 20.
4 See for instance Astronomische Nachrichten 3230 and 3251.

In Cowell’s method, on the oilier hand, the equations 
(1) are integrated directly by numerical integration. Such 
direct integration of the differential equations of motion 
has been known and has been used for a very long lime 
in the more general problem: «problème restreint»; the 
pioneer here was Th. N. Thiele3, who about 1890 first 
introduced this method, which was instantly used by 
C. Burrau 4. G. H. Darwin used the method in his 
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«Periodic Orbits» (1897), and in 1900 Elis Strömgren1 
applied the method to the still more complicated problem 
where the masses of all three bodies are of the same order 
(it is also this direct co-ordinate method that has been 
constantly used at the Copenhagen observatory under the 
guidance of E. Strömgren in the extensive investigations 
of «problème restreint»). When used in comet work the 
method is generally called Cowell’s method, because 
Cowell, then Chief Assistant al the Royal Observatory 
at Greenwich, was the first who (together with Crommelin) 
applied it to a real celestial body, namely Halley’s comet 
at its return in 19102 (for an application of the method 
to Jupiter’s 8th satellite see «Monthly Notices» LXVIII,

1 «Über Mechanische Integration und deren Verwendung für nume­
rische Rechnungen auf dem Gebiete des Dreikörper-Problemes» (Öfver- 
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar 1900 No. 4. Medd. 
fr. Lunds Astr. Obs. No. 13). Continued in Astr. Nachr. 4356 (Sept. 1909) 
and Monthly Notices, Nov. 1919.

2 P. H. Cowell, A. Ç. D.Crommelin: Investigation of the motion of 
Halley’s comet from 1759 to 1910 (Appendix to Greenwich observations,
1909) .

1908) .
All computations in the present work have been made 

independently, with comparisons at suitable intervals, by 
D. H. Sadler, of the Nautical Almanac Office, with whom 
it was a pleasure to co-operate, and the writer. The agree­
ment of our results is exact to the last decimal.

The chief points of the experience gained by the cal­
culations shall be mentioned here.

Both methods are admirably suited to machine work, 
and the new tables from the N. A. O. have proved a most 
valuable help during the computations. Their merit is not 
merely that the inconvenience of changing equinox has
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now disappeared, but whereas in former times the com­
puter himself had to compute both the rectangular co­
ordinates of the perturbing planets from the spherical co­
ordinates in the Almanacs and the attractions on the Sun, 
now all these quantities can he taken directly from the 
tables.

The direct co-ordinate method is, from the point of 
view of formulae, much the simpler; it is very transparent 
and the scheme of calculation for each interval is quite 
short. The Encke scheme of calculation is considerably 
longer and — especially when the Oppolzer trick is used 
to safeguard against re-calculation of an interval — not 
very transparent; also the unperturbed co-ordinates have to 
be computed separately. On the other hand it is generally 
possible in the integration to use double the interval of 
that used in the direct co-ordinate method and also to 
use one or two figures less in the computation itself even 
if the integration schemes show the same number of deci­
mals or even one more in the Encke scheme. In our illu­
stration the Encke scheme was started with an interval of 
20 days and in units of the 8th decimal, and a four-figure 
computation was sufficient as the so-called indirect terms 
are very small at the beginning. Later on they grew con­
siderably, so that we ended with a six-figure computation, 
even after the 8th decimal had been dropped about the 
middle of 1934. The interval was changed several times; 
for nearly 4 years it was possible to use an interval ot 
80 days.

The Cowell scheme was started with an interval ot 
10 days and only in units of the 7th decimal. A seven-figure 
computation was used most of the time, and the interval 
was changed several times, the largest interval used being 
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40 days. The defect of lhe Cowell scheme is that near 
perihelion, when the body approaches the Sun, it is very 
difficult to handle because, even when small intervals are 
used, the differences in the integration scheme, which form 
the check on the calculation, may grow so considerably 
that the extrapolation is illusory. If the comet gets nearer 
to the Sun than 1.5 astronomical units I do not think it 
advisable to use the direct co-ordinate method. It has been 
proposed *) that in such a case the two methods may be 
combined, so that the integration near perihelion is started by 
Encke’s method, and when the comet has reached a suit­
able distance from the Sun the change over to the direct 
co-ordinate method is effected. This change is a very 
simple operation; an illustration of it is given in the N. A. O. 
volume page xiv.

In the following table the co-ordinates resulting from 
the two integration schemes are shown shortened to 6 deci­
mals. The unperturbed co-ordinates are not given, as they 
were computed to 5 decimals only.

1 G. Merton: The periodic comet Grigg (1902 II) — Skjellerup (1922 I) 
(1902 to 1927). Mem. R. A. S. Vol. LX1V, part 111, 1927.

--------- —
Direct co-ordinate method Perturbations in co-ordinatesDate (Cowell scheme) (Encke)

0h U. T.
X y z £ r¡ £

1926 Nov. 1 +1.643 513 + 1.437 770 +0.383 128 -0.000 001 —0.000 001 0.000 000
11 1.519 779 1.478 546 0.437 399
21 1.391 617 1.515 010 0.490 393 0.000 000 0.000 000 0.000 000

Dec. 1 1.259 105 1.546 731 0.541 851
11 1.122 378 1.573 266 0.591 491 0.000 000 0.000 000 0.000 000
21 0.981 633 1.594 163 0.639 008
31 0.837 143 1.608 966 0.684 082 -0.000 001 -0.000 001 0.000 000

1927 Jan. 10 0.689 259 1.617 234 0.726 377
20 0.538 418 1.618 552 0.765 548 0.000 004 0.000 003 -0.000 001
30 0.385 146 1.612 547 0 801 253

Febr. 9 +0.230 055 + 1.598 906 + 0.833 163 -0.000 008 -0.000 006 -0.000 002
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Direct co-ordinate method Perturbations in co- ordinatesDate (Cowell scheme) (Encke)
0D U. 1.

.T y £

1927 Febr. 19 +0.073 835 + 1.577 393 +0.860 970
March 1 -0.082 756 1.547 866 0.884 402 -0.000 014 —0.000 009 -0.000 004

11 0.238 915 1.510 290 0.903 235
21 0.393 812 1.464 744 0.917 301 0.000 020 0.000 013 0.000 006
31 0.546 620 1.411 426 0.926 499

April 10 0.696 538 1.350 643 0.930 797 0.000 028 0.000 017 0.000 008
20 0.842 821 1.282 806 0.930 235
30 0.984 799 1.208 408 0.924 916 0.000 037 0.000 021 0.000 010

May 10 1.121 893 1.128 009 0.915 005
20 1.253 625 1.042 213 0.900 718 0.000 047 0.000 025 0.000 012
30 1.379 625 0.951 643 0.882 308

June 9 1.499 626 0.856 929 0.860 057 0.000 059 0.000 027 0.000 014
19 1.613 457 0.758 682 0.834 263
29 1.721 035 0.657 488 0.805 233 0.000 072 0.000 029 0.000 015

July 9 1.822 354 0.553 897 0.773 271
19 1.917 469 0.448 416 0.738 673 0.000 089 0.000 029 0.000 015
29 2.006 490 0.341 505 0.701 725

Aug. 8 2.089 564 0.233 577 0.662 694 0.000 109 0.000 028 0.000 014
18 2.166 868 0.125 000 0.621 832
28 2.238 603 + 0.016 098 0.579 368 0.000 133 0.000 027 0.000 012

Sept. 7 2.304 983 -0.092 845 0.535 517
17 2.366 227 0.201 584 0.490 471 0.000 162 0.000 025 0.000 009
27 2.422 562 0.309 908 0.444 406

Oct. 7 2.474 211 0.417 634 0.397 480 0.000 196 0.000 023 0.000 005
17 2.521 395 0.524 608 0.349 835
27 2.564 329 0.630 700 0.301 600 0.000 235 0.000 021 -0.000 001

Nov. 6 2.603 222 0.735 799 0.252 888
16 2.638 274 0.839 815 0.203 802 0.000 279 0.000 021 +0.000 004
26 2.669 677 0.942 670 0.154 433

Dec. 6 2.697 615 1.044 302 0.104 864 0.000 328 0.000 022 0.000 009
16 2.722 261 1.144 661 0.055 165
26 2.743 781 1.243 707 +0.005 403 0.000 383 0.000 024 0.000 014

1928 Jan. 5 2.762 331 1.341 407 -0.044 366
15 2.778 060 1.437 737 0.094 091 0.000 443 0.000 029 0.000 019
25 2.791 106 1.532 679 0.143 724

Febr. 4 2.801 602 1.626 222 0.193 2 27 0.000 509 0.000 036 0.000 023

24 2.815 433 1.809 080 0.291 700
March 15 2.820 468 1.986 294 0.389 267 0.000 655 0.000 059 0.000 029
April 4 2.817 519 2.157 892 0.485 736

24 2.807 311 2.323 936 0.580 958 0.000 821 0.000 096, 0.000 032
May 14 2.790 488 2.484 509 0.674 813
June 3 2.767 629 2.639 710 0.767 212 0.001 004 0.000 147 0.000 029

23 2.739 248 2.789 649 0.858 082 1
July 13 2.705 811 2.934 441 0.947 371 0.001 206 0.000 214i 0.000 021
Aug. 2 2.667 735 3.074 204 1.035 036

22 2.625 396 3.209 056 1.121 050 0.001 423 0.000 300 +0.000 005
Sept. 11 2.579 135 3.339 116 1.205 390
Oct. 1 2.529 262 -3.464 500 1.288 042 -0.001 655 i -0.000 406 -0.000 018
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Date
0h U. T.

Direct co-ordinate method 
(Cowell scheme)

Perturbations in co- 
(Encke)

ordinates

X y z £ »?

1928 Oct. 21 -2.476 057 -3.585 321 —1.368 999
Nov. 10 2.419 776 3.701 689 1.448 256 -0.001 900 -0.000 533 -0.000 050

30 2.360 654 3.813 712 1.525 813
Dec. 20 2.298 906 3.921 491 1.601 673 0.002 157 0.000 682 0.000 092

1929 Jan. 9 2.234 728 4.025 126 1.675 840
29 2.168 302 4.124 713 1.748 322 0.002 425 0.000 855 0.000 145

Febr. 18 2.099 796 4.220 342 1.819 127
March 10 2.029 365 4.312 101 1.888 263 0.002 702 0.001 053 0.000 208

30 1.957 152 4.400 074 1.955 742
April 19 1.883 290 4.484 340 2.021 573 0.002 987 0.001 277 0.000 283
May 9 1.807 904 4.564 977 2.085 769

29 1.731 110 4.642 058 2.148 339 0.003 278 0.001 529 0.000 371
June 18 1.653 016 4.715 653 2.209 296
July 8 1.573 723 4.785 829 2.268 650 0.003 573 0.001 809 0.000 472

28 1.493 327 4.852 650 2.326 414
Aug. 17 1.411 918 4.916 177 2.382 599 0.003 872 0.002 119 0.000 587

Sept. 26 1.246 390 5.033 580 2.490 274
Nov. 5 1.077 762 5.138 478 2.591 762 0.004 471 0.002 833 0.000 861
Dec. 15 0.906 590 5.231 269 2.687 141

1930 Jan. 24 0.733 380 5.312 319 2.776 488 0.005 060 0.003 678 0.001 197
March 5 0.558 592 5.381 964 2.859 872
April 14 0.382 647 5.440 509 2.937 355 0.005 624 0.004 663 0.001 601
May 24 0.205 937 5.488 235 3.008 994
Julv 3 -0.028 827 5.525 397 3.074 837 0.006 148 0.005 794 0.002 076
Aug. 12 +0.148 343 5.552 230 3.134 929
Sept. 21 0.325 247 5.568 948 3.189 305 0.006 613 0.007 077 0.002 628
Oct. 31 0.501 576 5.575 746 3.237 996
Dec. 10 0.677 035 5.572 802 3.281 024 0.007 003 0.008 518 0.003 262

1931 Jan. 19 0.851 335 5.560 279 3.318 407
Febr. 28 1.024 197 5.538 323 3.350 154 0.007 298 0.010 122 0.003 982
April 9 1.195 345 5.507 067 3.376 271
May 19 1.364 507 5.466 631 3.396 754 0.007 478 0.011 894 0.004 794
June 28 1.531 410 5.417 124 3.411 593
Aug. 7 1.695 782 5.358 640 3.420 773 0.007 521 0.013 836 0.005 705
Sept. 16 1.857 348 5.291 266 3.424 271
Oct. 26 2.015 825 5.215 075 3.422 057 0.007 402 0.015 955 0.006 723
Dec. 5 2.170 926 5.130 135 3.414 095

1932 Jan. 14 2.322 355 5.036 499 3.400 340 0.007 094 0.018 252 0.007 858
Febr. 23 2.469 802 4.934 217 3.380 739
April 3 2.612 948 4.823 326 3.355 234 0.006 563 0.020 732 0.009 122
May 13 2.751 454 4.703 860 3.323 757
June 22 2.884 965 4.575 841 3.286 230 0.005 772 0.023 399 0.010 528
Aug. 1 3.013 101 4.439 289 3.242 568
Sept. 10 3.135 460 4.294 216 3.192 676 0.004 674 0.026 256 0.012 093
Oct. 20 3.251 608 4.140 629 3.136 448
Nov. 29 3.361 079 3.978 533 3.073 768 0.003 208 0.029 306 0.013 840

1933 Jan. 8 3.463 367 3.807 928 3.004 507
Febr. 17 +3.557 921 -3.628 815 -2.928 528 -0.001 299 -0.032 550 -0.015 793
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Date Direct co-ordinate method
(Cowell scheme)

Perturbations in co-ordinates 
(Encke)

0“ i . i.
X y z »Î ç

1933 March 29 +3.644 136 -3.441 193 -2.845 677
May 8 3.721 349 3.245 068 2.755 787 + 0.001 154 -0.035 986 -0.017 984
June 17 3.788 825 3.040 449 2.658 679 0.002 625 0.037 773 0.019 180
July 27 3.845 744 2.827 359 2.554 158 0.004 286 0.039 603 0.020 450
Sept. 5 3.891 191 2.605 837 2.442 014 0.006 163 0.041 473 0.021 799
Oct. 15 3.924 135 2.375 945 2.322 019 0.008 286 0.043 378 0.023 234
Nov. 24 3.943 410 2.137 783 2.193 934 0.010 690 0.045 308 0.024 761

1934 Jan. 3 3.947 686 1.891 496 2.057 503 0.013 418 0.047 253 0.026 387
Fehr. 12 3.935 436 1.637 303 1.912 462 0.016 524 0.049 197 0.028 118
March 24 3.904 901 1.375 517 1.758 540 0.020 071 0 051 115 0.029 960
May 3 3.854 034 1.106 589 1.595 468 | 0.024 139 0.052 972 0.031 916
June 12 3.780 437 0.831 163 1.422 999 0.028 825 0.054 719 0.033 987
Julv 22 3.681 287 0.550 154 1.240 929 0.034 251 0.056 282 0.036 167
Aug. 31 3.553 237 -0.264 877 1.049 142 0.040 566 0.057 550 0.038 438
Oct. 10 3.392 302 + 0.022 782 0.847 682 0.047 955 0.058 361 0.040 762

30 3.298 052 0.166 695 0.743 410 0.052 121 0.058 521 0.041 924
Nov. 19 3.193 733 0.310 092 0.636 871 0.056 642 0.058 466 0.043 066
Dec. 9 3.078 614 0.452 432 0.528 182 0.061 551 0.058 142 0.044 172

29 2.951 900 0.593 058 0.417 509 0.066 883 0.057 487 0.045 214
1935 Jan. 18 2.812 744 0.731 172 0.305 083 0.072 669 0.056 421 0.046 159

Fehr. 7 2.660 244 0.865 801 0.191 219 0.078 937 0.054 847 0.046 961
27 2.493 464 0.995 762 -0.076 338 0.085 707 0.052 645 0.047 561

March 19 2.311 457 1.119 617 +0.038 994 0.092 979 0.049 671 0.047 880
April 8 2.113 318 1.235 625 0.154 036 0.100 725 0.045 753 0.047 817

28 1.898 248 1.341 691 0.267 820 0.108 870 0.040 693 0.047 247
May 18 1.665 672 1.435 327 0.379 103 0.117 270 0.034 277 0.046 014
June 7 1.415 398 1.513 638 0.486 317 0.125 681 0.026 291 0.043 939

27 1.147 825 1.573 351 0.587 532 0.133 736 0.016 559 0.040 834
July 17 0.864 207 1.610 940 0.680 461 0.140 926 -0.005 000 0.036 524
Aug. 6 0.566 921 1.622 870 0.762 528 0.146 613 + 0.008 295 0.030 898

26 + 0.259 660 1.605 994 0.831 036 0.150 107 0.022 993 0.023 962
Sept. 15 -0.052 550 1.558 057 0.883 455 0.150 796 0.038 487 0.015 896
Oct. 5 -0.363 639 + 1.478 217 + 0.917 771 +0.148 313 +0.053 951 -0.007 060

The new osculating elements were computed for 1935
Aug. 26.0. The quantities necessary for this computation:

X,
dz/ 

dt' — can he taken directly from the Cowell dt

scheme. In Encke’s method
dt’ dt can be ta­

ken from the integration scheme but .r0, ?7o»
dx0 dz/0 

dt ’ dt dt
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must be computed separately from the original elements 
using the formulae:

.r0 = A.r (cos E — e) + sin E1
dx0 _ k
<lt ~ r0|/a (Bx cos E — Ax sin E)

and the corresponding formulae for the other two co-ordi­
nates.

The result was:

1935 Aug. 26.0.

X'o 

Uo 
zo

§

£

di

dt

dt

d£
dt 
dt] 
dt 
d£_
dt

Direct co-ordinate 
method (Cowell scheme)

Perturbations in 
co-ordinates (Encke)

+ 0.109 3664
+ 1.582 9820
+ 0.855 0345

+ 0.150 1068
+ 0.022 9925
— 0.023 9624

— 0.909 3556

— 0.137 6869

+ 0.154 9182

+ 0.006 3324

+ 0.044 2363

+ 0.021 9346
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X'

U

dx 
dt 
dy 
dt 
dz 
dt

Direct co-ordinate 
method (Cowell scheme)

+ 0.259 660
+ 1.605 994
+ 0.831 036

— 0.903 015

— 0.093 398

+ 0.176 882

Ay
Az

Bx

By
Bz

M
M
()

i

(P
a

tl

T
P

— 0.977 63
+ 3.435 76
+ 2.166 73

— 3.241 14
— 1.065 45
+ 0.227 07

354°.992
38. 787
65. 708
13. 722

1950.0

35°.073
4.1779

0°.115 416

1935 Oct. 8.395 U. T.
8.5398 jul. years

Perturbations in 
co-ordinates (Encke).

+ 0.259 473
+ 1.605 975
+ 0.831 072

-0.903 023

-0.093 451

+ 0.176 853

— 0.977 62
+ 3.435 74
+ 2.166 71

— 3.241 12
— 1.065 44
+ 0.227 07

354°.993
38. 786
65. 708 >1950.0
13. 722

35°.072
4.1779

0°.115 417

1935 Oct. 8.383 U. T.
8.5397 jul. years

The question of the accuracy of the two methods might 
he raised. The Encke method has been in use for many 
years and is known to yield excellent results. As will be 
seen from the above, the discrepancies between the rect­
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angular co-ordinates derived from the two methods are not 
inconsiderable. They can not be due to any error of com­
putation, as the calculations were made independently by 
two computers, so the cause must be sought elsewhere. 
The original elements are not accurate to more than 6 
figures, so the uncertainty in the rectangular co-ordinates 
and velocities at the date of osculation will appear in the 
6th figure. If a velocity computed for the beginning of the 
Cowell scheme should be one unit wrong in the 6th deci­
mal, this error would accumulate during the computation 
of the more than 150 intervals and make itself felt in the 
4th decimal of the rectangular co-ordinates. This source of 
error is not found in Encke’s integration scheme because 
at the beginning the perturbations in co-ordinates and velo­
cities are all exactly 0, but the uncertainty arising from 
the original elements will here appear in the unperturbed 
co-ordinates, the accuracy of which is diminishing with the 
time elapsed since osculation corresponding to what hap­
pens to the co-ordinates from the direct co-ordinate method. 
If for instance a in the original elements should be one 
unit wrong in its 6th significant figure (0.00001) this would 
make itself felt in the 4th decimal of the unperturbed co­
ordinates at the osculation date in 1935. However, the two 
systems of elements agree within 5 figures which should 
be ample accuracy for the recovery of the comet in 1935. 
A decisive comparison between methods is possible only 
when they are applied to a celestial object that has been 
followed by observation and calculation for a longer period 
of time.

With the elements gained from Encke’s method the 
following ephemeris for the return in 1935 has been com­
puted :
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0h U. T.

University Observatory, Copenhagen, 1933 February.

1935 Cí vera Uvera r z/

Aug. 2 611 0m.2 + 24° 20' 1.893 2.575
6 6 11.3 24 38

10 6 22.5 24 54
14 6 33.8 25 7
18 6 45.1 25 18 1.846 2.436
22 6 56.6 25 26
26 7 8.1 25 32
30 7 19.6 25 35

Sept. 3 7 31.2 25 35 1.810 2.301
7 7 42.8 25 33

11 7 54.4 25 29
15 8 6.0 25 22
19 8 17.5 25 13 1.787 2.174
23 8 29.0 25 1
27 8 40.4 24 48

Oct. 1 8 51.7 24 33
5 9 2.9 24 15 1.778 2.053
9 9 14.0 23 57

13 9 24.9 23 37
17 9 35.7 23 16
21 9 46.3 22 54 1.782 1.939
25 9 56.8 22 31
29 10 7.1 22 7

Nov. 2 10 17.1 21 44
6 10 27.0 21 21 1.799 1.831

10 10 36.6 20 58
14 10 45.9 20 35
18 10 55.0 20 13
22 11 3.8 19 53 1.830 1.727
26 11 12.4 19 33
30 11 20.6 19 15

Dec. 4 11 28.5 18 59
8 11 36.0 18 45 1.872 1.625

12 11 43.2 18 33
16 11 50.1 18 24
20 11 56.5 18 17
24 12 2.5 18 13 1.925 1.527
28 12 8.1 18 11
32 12 13.3 H- i 13

Julie M. Vinter Hansen.

Eierdig fra Trykkeriet den 6. Juni 1933.
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(Contribution from the Physical Chemical Institute of the University 
of Copenhagen.)

The fundamental thermodynamic equation for an infini­
tesimal reversible change of a chemical system:

dE = TdS—pdv (1)

where E, S, v, T and p stand for energy, entropy, volume, 
temperature and pressure respectively, applies only to a 
system through the boundaries of which no net transport 
of matter takes place. Such a system, in accordance with 
R. Defai1, we shall term a closed system. If the system 
is open, i. e. if matter is allowed to pass through its boun­
daries, additional changes in the functions of the system 
may occur.

Willard Gibbs2, in order to include in the thermodyna­
mic treatment such systems of variable mass, introduced 
the conception of the chemical potential of a component 
by in equation (1) simply adding members to represent the 
energy changes due to the addition of each one of the 
components. Hence:

dE = TdS — pdu pldml-}- p^dm^-]- . . (2)

where the p's and the m's denote potential and mass of 
the various components. The potential as given by this 
equation is:

1 R. Defai, Bl. Acad. Belg. (5) 15 678 (1929).
2 W. Gibbs, Trans. Conn. Acad. 3 108 (1875) Coll. Works. 1 55 (1928).

1
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(IE\ fdE
dlU^)s.v,m \dlll2,

i. e. the partial differential coefficient of the energy with 
respect to the mass of the component. The potential, therefore, 
equals the increase in energy caused by the addition of 
unit mass of the particular component, the entropy, volume 
and mass of all other components remaining constant during 
the process.

The extreme usefulness of the concept of potential thus 
introduced by Gibbs in thermodynamical science is generally 
acknowledged. However, the opinion is held by various 
authors that the method by which Gibbs introduced and 
defined the potential is unsatisfactory.

Thus E. A. Milne1 stales: “Willard Gibbs simply in­
troduces partial differential coefficients into a situation in 
which the ordinary “physical” notion of a partial differen­
tial coefficient is physically not realizable. He considered 
the increase of energy of a system, which occurs when its 
volume and entropy remain fixed, but the mass of a che­
mical constituent is altered. How on earth (or in physics, 
which is the same thing) one can experimentally import 
matter into a system without importing or exporting entropy, 
or indeed knowing what entropy has been imported or ex­
ported, I have never been able to see; and the difficulty 
is largely responsible for the obscurity which is felt when 
reading Gibbs.”

Th. de Donder2 speaks of the potential definition as 
the “hypothèse” of W. Gibbs. R. Defai3 from a similar 
standpoint emphasises the lack of conclusiveness in the

1 E. A. Milne, “The Aim of Mathematical Physics”. Oxford (1929).
2 Th. de Bonder, Bl. Acad. Belg. (5) 15 615 (1929).
3 1. c.
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Gibbs treatment: “W. Gibbs a donné les principales équa­
tions qui régissent les systèmes ouverts. Mais son exposé 
est celui d’une intuition géniale qui procède par bonds et 
que la logique, avançant pas par pas, ne peut suivre”.

Quite recently thermodynamic relations of open systems 
have been deduced by J. Gillespie and J. R. Coe1. They 
avoid intentionally the Gibbs potential as a basis for their 
deductions, on account of the fact that “Gibbs’ treatment 
has been held obscure by some authors”. They say that 
Gibbs provides a physical interpretation (of the potential), 
but postpones it to a later part of his work.

In order to ascertain, whether by means of equation (2) 
a logical and unequivocal definition of the potentials is 
provided, it seems that the only question that needs con­
sideration is whether the variables in this equation are 
independent or not. According to the above critics entropy, 
(volume?) and mass arc not independent variables, because 
one cannot import matter in the system without at the 
same time importing entropy (and volume?). On the basis 
of this conclusion, one would deem the Gibbs deductions 
to be fallacious.

The question, however, is not, whether by some random 
addition of matter the entropy of the system may change 
or may remain constant, but whether it is possible to 
conduct the transport of matter to the system in such a 
way that no change in entropy takes place. There can be 
no doubt that such a process is actually practicable, since 
entropy may be varied unlimitedly by adding or subtracting 
heat, and any change in entropy on adding substance there­
fore can be cancelled merely by a thermal process.

This recognition is sufficient to explain and justify the
1 J. Gillespie and J. R. Coe, J. Chemical Physics. 1 103 (1933). 
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definition of the potential in equations (2) and (3). For the 
determination of the numerical value of the potential of a 
component, knowledge, however, is required as to the 
amount of energy and entropy carried hv unit quantity of 
the component added. This must he determined by reference 
to a standard state in which the amounts of energy and 
entropy of the component are fixed by convention. This 
necessity, however, is not confined to the determination of 
the potential, but is of course a typical requirement for the 
determination of any thermodynamic function pertaining 
to open systems.

The particular form of the relation by which the poten­
tial of the component in the mixture is correlated to its 
energy, entropy and volume in a standard state, can be 
derived by various procedures, dictated by the Gibbs defini­
tion. The following seems particularly perspicuous.

Imagine a quantity of the mixture in thermal and che­
mical equilibrium (for instance through a semipermeable 
membrane) with the pure component Kt. Add to the mixture, 
without changing its volume, the amount dnq of the pure 
component by a reversible and adiabatic process. Then, if 
6l, st and zq represent the energy, entropy and volume of 
unit mass of the component and pi its pressure, all for 
the given state of equilibrium, the increase in energy of 
the mixture by the process considered is:

Gi +/>i/7i) (inh-

At the same time, however, the entropy sldmi contained 
in the amount dnq of the component has been added to 
the mixture, and since the addition of the component was 
conducted in a reversible and adiabatic manner this is the 
whole increase in entropy. In order to obtain the increase
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in energy at constant entropy, as required by the defini­
tion of the potential, the entropy s1dm1 carried by the mass 
dmi has to be eliminated at constant volume by removal 
of heat. The energy lost in this way by the system is:

Ts1 dm^

The total increase in energy of the system due to the 
addition of the mass dn^ of the component is therefore:

dE = (^ — Tsr + zq) dmt (4)

and since this process has been carried out at constant 
volume and entropy, by Equation (3):

f i — Tsi + Pi ul- (5)

By this equation the chemical potential of a component 
in a mixture is expressed in terms of the thermodynamic 
quantities of this component in a pure state and in equi­
librium with the mixture. The significance of the potential 
for chemical equilibria appears immediately therefrom. As 
the energy, entropy and volume in the equilibrium state 
differs only by measureable quantities from the energy, 
entropy and volume in a standard state of the component, 
the calculation of the potential by means of Equation (5) 
is possible on the basis of a conventional fixation of these 
functions in the standard state. Accordingly, the potential 
on this basis is completely determined. It seems obvious, 
therefore, that the Gibbs definition, which leads up direct­
ly to Equation (5), does not suffer from any vagueness or 
obscurity, such as has been indicated by the various critics 
quoted above.

Forelagt paa Mødet den 5. Maj 1933.
Færdig fra Trykkeriet den 12. Juni 1933.
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(Contribution from the Physical Chemical Institute of the 
University of Copenhagen.)

The concept of osmotic pressure has played a very 
important role in the development of the classical 

theory of dilute solutions. However, the van’t Hoff law 
that the osmotic pressure, as regards the effect of volume 
and temperature changes, follows the same formula as a 
perfect gas has foreshadowed a similarity between solutions 
and gases which actually is of a rather doubtful nature. 
The distinction between gases and solutions becomes parti­
cularly marked in those phenomena which involve variation 
of temperature. Disregarding the presence of a solvent, as 
one is tempted to do in view of the supposed parallelism 
in properties of gases and dilute solutions, in many such 
cases leads to erroneous results.

The character and magnitude of such errors may be 
illustrated by considering the calculation of the temperature 
coefficient of the solubility of a slightly soluble substance 
on the basis of the second law of thermodynamics. This 
calculation leads to the well known equation:

(1)

where Q is the ordinary calorimetric heat of solution and 
s the solubility. The actual sense of this equation, how­
ever, is doubtful. The ambiguity arises from the fact that 

1* 
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s, according to the derivation, may designate either weight 
or volume molality. While at constant temperature and 
pressure the difference between the two concentration 
scales disappears at infinite dilution, the temperature gra­
dients of the solubilities retain a finite difference regard­
less of the absolute value of the solubility.

The first derivation of Equation (1) was given by Le 
Chatelier1. He utilized the vapour pressure curves of the 
pure solvent and the saturated solution :

and :
; _ rT2 dInP 
Á~R1 ~dT~

respectively, from which:

where x is the solubility expressed as mol fraction. Intro­
ducing here the law of Wüllner-Raoult :

one gets:

or:

Since the solubility changes have been derived here 
for constant pressure the correct form of this equation 
would be :

Le Chatelier, Compt. rend. 100 50 (1885).
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(2)

Another derivation has been given by van’t Hoff1 who 
based his conclusions upon the similarity between solutions 
and gases. Considering the process of dissolution as being 
quite analogous to the process of evaporation, the formula 
for the evaporation of a liquid :

1 van’t Hoff, Arch. Néerl. 20 239 (1886), Vorlesungen über theore­
tische und physikalische Chemie, I. 28 (1898).

2 Iw. Schröder, Z. phys. Chem. 11 449 (1893).

; = rt2 dlnP
dT

where 2 is the ordinary reversible heal of evaporation and 
p the vapour pressure, is directly applicable to the case of 
dissolution of a sparingly soluble substance, when for 2 is 
put the reversible heat of dissolution q, and for p the 
osmotic pressure P. The formula is meant to apply under 
ordinary conditions i. e. at constant pressure and should 
be written therefore

(3)

Introducing here P = RTc, where c is volume concentra­
tion, Equation (3) easily changes into:

(4)

On much the same basis Iw. Schröder2 has used a 
reversible cycle to deduce a solubility equation. This 
author, however, identifies the heat absorption in the 
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reversible dissolution process with the heat of dissolution 
of the solute in its saturated solution, and thus arrives at 
the equation:

which is decidedly erroneous. Only on introduction of a 
second error by putting:

dlnP _ dlnx
~dT ~ dT

does the formula (2) of Le Chatelier follow.
In another paper by Deventer and van de Stadt1, in 

which the analogy between the vapour and solubility equi­
librium has been particularly emphasized, a general equat­
ion has been set up for the case of concentrated solutions, 
by means of which they adduce a formula for a dilute 
solution identical with the formula (4) of van’t Hoff.

1 Deventer and van de Stadt. Z. phys. Chem. 9 43 (1892).

Comparison of Equation (2) of Le Chatelier and 
Equation (4) of van’t Hoff, however, shows a distinct 
disagreement between the two equations, since x and c 
vary differently with varying temperature. The relation 
between the two concentration terms at great dilution is:

X = V2c (5)

where V2 is the molal volume of the pure solvent. The 
difference calculated by means of (2) and (4) is therefore:
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which is determined merely by the coefficient of expansion 
of the solvent and does not vanish with vanishing con­
centration of the saturated solution.

The most direct way of determining the solubility 
formula is on the basis of the thermodynamic functions. 
For the change of thermodynamic potential F1 of one mole 
of the solid one can write:

and for one mole of the dissolved substance:

For the state of saturation = Ft and dP\ = dF{ 
Hence at constant pressure:

\6Tjp,x \8T/P \8x )t,p\8T/p 
or since:

/W = ft ~_Ht

\8t)p T ’

idFA =1~Í-Üi
\8TJp,x T

and

\dx/T,p æ

where H is the heat function: 

p
(6)
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H1 — Hl is the heat absorbed when one mole of the solid 
dissolves in the solvent at constant pressure, and is 
identical with the quantity Qp in Equation (2).

In a quite analogous way using the Helmholtz free 
energy instead of the thermodynamic potential one obtains:

where E means energy and E1 — E1 equals the quantity Qv 
in Equation (10). It is shown below that (6) and (7) are 
identical.

The strict method employing thermodynamical func­
tions thus leads to the same formula as derived by Le 
Chatelier, and consequently the derivation of the van’t 
Hoff formula by means of the osmotic pressure must be 
subject to some correction. Nevertheless this formula is 
the one generally adopted in text books of physical 
chemistry and the customary proof presented is based on 
the same doubtful analogy between gases and solutions. 
Various authors, mostly Americans, who have treated the 
problem of equilibrium from the standpoint of the thermo­
dynamic functions give the correct formula and the cor­
rect derivation1. So far as the author is aware, however, 
the distinction between the two equations has never been 
subject to any discussion, and the reasons for their diver­
sity therefore still seem obscure.

1 E. W. Washburn. Principles of Physical Chemistry, p. 210 (1921). 
Lewis and Randall. Thermodynamics, p. 228 (1923). The derivation of 
the solubility formula (6) given above is essentially that of Lewis and 
Randall.

In order to point out the kind of error involved in the 
application of osmotic pressure for deriving the solubility
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curve it is necessary to re-examine the fundamental applica­
tion of the second law. For that purpose we shall consider 
the following reversible cycle.

1. At constant external pressure p and constant tem­
perature T one mol ot the slightly soluble substance is 
allowed to pass into solution into n2 mols of the solvent 
A4, the reversibility of the process being secured by the 
application of a semipermeable piston. The heat absorbed 
in this isothermal process is q. If the molecular volume 
of in the solution is and P the osmotic pressure the 
work done is P\\.

2. The system is heated from T to T4- dT at constant 
external pressure p and constant volume of the solute Vt. 
Due to rise in temperature and change in solubility the 
osmotic pressure increases to P-j-dP. The volume: 

passes from solution through the semipermeable piston.
3. The piston is lowered through the volume on 

application of the work (P+dP). One mol of the solid 
solute falls out.

4. The temperature of the system is lowered lo T.
Application of the second law to this reversible cycle 

gives :

and introducing = — and P = RTc Equation (4) im­

mediately follows.
In this derivation q has been taken as the ordinary 

reversible heat solution at constant external pressure. This, 
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however, is not permissible. When the solute goes into 
solution the corresponding amount of solvent of the initial 
pressure p of the surroundings is brought under the os­
motic. pressure P, the total pressure of the solution formed 
being p + P. While the work, necessary to compress the 
solution vanishes as the solubility converges towards zero 
and therefore needs no consideration, the heat of com­
pression, just as the volume change, keeps a finite value 
even at infinite dilution. The heat absorption due io the 
compression of the volume we shall call q.2. This heat 
is included in q.

To calculate 
which gives: 

where :

and :

Hence:

Introducing:

and : 

its value we apply again the second law

and integrating we get:

or

(8)
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Inserting = n.¿ V2 and = RT this equation trans­
forms into:

From this equation we learn that for a molal volume 
Vt of a dilute solution the heat of compression cau­
sed by the exposure of the solution to its own 
osmotic pressure is constant, regardless of the con­
centration of the solution, depending merely upon the 
temperature expansion coefficient of the solvent.

The heat absorption q entering in Equation (3) there­
fore does not equal the ordinary reversible heat of solution, 
but is the sum of this heat and the heat absorption due 
to the compression of the solution. Retaining the symbol 
Qp for the ordinary heat of solution at constant pressure, 
Equation (4) should therefore be written as follows:

Introducing here Equation (5), we finally obtain:

(9)

which obviously is in full conformity with the correct Le 
Chatelier Equation (2).

The reversible cycle, fundamental to the solubility 
equation, however, may be carried out in simpler ways 
than in the above van’t Hoff procedure, in which the 
system after formation of the solution on heating separates 
part of the solvent in a pure state. The method may be 
the one of constant pressure or constant volume of the 
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total system. For the simplification of these calculations 
it should be noted that, without sacrificing any accuracy 
in consideration of the reversible cycle, for small solubi­
lities one is permitted to disregard the work done by or 
against the constant pressure of the surroundings, as well 
as the volume change on dissolution of the solute, the 
work of compression of the solution when exposed to the 
osmotic pressure, and the effect of this pressure upon the 
solubility.

When all operations of the reversible cycle are carried 
out in such a way that the initial and final pressure in 
all operations is constant = p the reversible heat absorp­
tion is qp. The work done by this cycle, however, in this 
case does not equal VtdP but is given by :

= (P+dP) (V1 + dV1) — PV1
where :

and

Hence :

or: 

p

| dT.
p

I dT+RcdT
p

I +RT
p

qp = TPn2

which is identical with (2).
On the other hand performing all operations at constant 

volume the reversible heat absorption is qv and the work 
done by the cycle simply:

dA = \\dP.
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Hence:

V

and :

V

(10)

V

p

p.

in volume
increase of

dv. This expansion is actually the 
the dissolution process at constant

in 722 Z<2’ 
initially

where z/p is the increase in pressure accompanying the 
increase 
volume

The difference between Qp and Qv equals the heat ab­
sorption which occurs when a solution of 
formed at constant volume from its components 
of the pressure p, expands reversibly to reach the pressure p.

This heat of expansion in accordance with Equation 
(8) is:

pressure
Introduction of:

At constant volume, however, dine = dlnx and therefore:

Qp = AT2

This is identical with Equation (7). To show its iden­
tity with (2) we must find the relation between and 
Qp and between:

Qp = AT2

= T\\

dlnx
Tdf.

gives :
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or:

Hence :

(11)

we use the thermodynamic equations:

V

and

We

/rr2 (12)J = z?r2
p

RT‘

determine the difference between and
\ o 1 /p

When finally in Equation (10) we insert the value of 

Qu from (11) and the value of RT~ from (12) the

identy of (10) and (2) becomes obvious.
The correctness of (10) also appears from its identity 

with Equation (7), since the difference at constant
volume equals the heat of solution Qv.

All the various methods by which the solubility coeffi­
cient is computable from the second law of thermodyna­
mics then unite in showing that the original formula of 
Le Chatelier is correct, whereas the formula of van’t 
Hoff is characterized by an inaccuracy due to lack of 
observance of the distinction between a liquid and a ga_- 
seous system. The difference between the two formulae is 
expressed by the member:
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wliich merely depends upon the thermal coefficient of ex­
pansion of the solvent.

We realise from these results that the osmotic pressure, 
when used with circumspection, is applicable as a basis 
for thermodynamic calculations also in such cases where 
the simple analogy between gases and solutions is no 
longer tenable. The method, however, is more cumbrous 
and more open to errors than that of the thermodynamic 
functions.

In solvents such as water, where at ordinary tempera­
ture the coefficient of expansion is small, the correction is 
insignificant. For many other solvents with a high coeffi­
cient of expansion the error on the other hand may as­
sume an appreciable value. For benzene, for instance, the 
value of the above member at ordinary temperature amounts 
to about 200 calories. In the neighbourhood of the critical 
point, where the solvent expands very steeply with tem­
perature Equation (4) is no longer even approximately true.

The correction holds similarly to solutions of solids and 
gases. Particularly for the last mentioned systems the cor­
rection is of importance, since in many cases the solubi­
lities of gases in liquids vary but slightly with temperature, 
and the determination of stales in which the dissolution 
takes place with no change in energy for such systems is 
of a special interest.

Forelagt paa Mødet den 5. Maj 1933.
Færdig fra Trykkeriet den 23. Juni 1933.
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§ 1. Einleitung.
ie Frage nach der im Wirkungsquantum begründeten 
Begrenzung der Messbarkeit elektromagnetischer Feld­

grössen hat durch die Diskussion der noch ungelösten 
Schwierigkeiten der relativistischen Atommechanik ein be­
sonderes Interesse gewonnen. Zwar versuchte Heisenberg1 
durch Betrachtungen orientierenden Charakters eine ähnliche 
Verbindung zwischen der Begrenzung der Messbarkeit von 
Feldgrössen und der Quantentheorie der Felder nach­
zuweisen, wie den durch das Unbestimmtheitsprinzip aus­
gedrückten Zusammenhang zwischen der komplementären 
Begrenzung der Messbarkeit kinematischer und dynamischer 
Grössen und dem nichtrelativistischen Formalismus der 
Quantenmechanik. Jedoch kamen Landau und Peierls2 
im Laufe einer kritischen Untersuchung der Grundlagen 
der relativistischen Verallgemeinerung dieses Formalismus 
zu dem Schluss, dass die Messbarkeit von Feldgrössen 
weiteren Einschränkungen unterworfen wäre, die über die 
Voraussetzungen der Quantentheorie der Felder wesent­
lich hinausgehen, und daher dieser Theorie jede physi­
kalische Grundlage entziehen würden.

In diesem Widerspruch könnte man zunächst ein ernst­
liches Dilemma erblicken. Einerseits dürfte nämlich die 
Quantentheorie der Felder eine konsequente korrespondenz-

1 W. Heisenberg, Die physik. Prinzipien der Quantentheorie, 1930, 
S. 33 ff.

2 L. Landau und R. Peierls, Zs. f. Phys., 69, 56, 1931. 
1
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mässige Umdeutung der klassischen elektromagnetischen 
Theorie anzusehen sein in ähnlichem Sinne, wie die Quanten­
mechanik eine der Existenz des Wirkungsquantums ent­
sprechende Umgestaltung der klassischen Mechanik dar­
stellt. Andererseits hat eben die Quantenelektrodynamik 
die Schwierigkeiten der harmonischen Verschmelzung von 
Feldtheorie und Atomtheorie, denen wir schon in der klas­
sischen Elektronentheorie begegnen, wesentlich vergrössert. 
Eine nähere Betrachtung zeigt indessen, dass die verschie­
denen hier auftretenden Probleme sich weitgehend von ein­
ander trennen lassen, indem der quantenelektromagnetische 
Formalismus an sich von allen Vorstellungen über den 
atomaren Aufbau der Materie unabhängig ist. Dies erhellt 
schon daraus, dass in ihn als universelle Konstanten äusser 
der Lichtgeschwindigkeit nur das Wirkungsquantum ein­
geht; denn diese beiden Konstanten reichen offenbar nicht 
aus zur Festlegung irgendwelcher spezifischen raumzeit­
lichen Dimensionen. In der Quantentheorie des Atombaus 
wird jede solche Festlegung ja erst durch das Hinzutreten 
der elektrischen Elementarladung und der Ruhemassen der 
Elementarteilchen erreicht.

Eben die ungenügende Unterscheidung zwischen Feld­
theorie und Atomtheorie bildet die Hauptursache für die 
Unstimmigkeiten der früheren Untersuchungen über die 
Messbarkeit von Feldgrössen, wo als Probekörper einzig 
elektrisch geladene Massenpunkte in Betracht gezogen 
wurden. Die der bisherigen Atommechanik zugrunde­
gelegte korrespondenzmässige Verwertung der klassischen 
Elektronentheorie beruht nämlich vor allem auf der Klein­
heit der Elementarladung gegenüber der Quadratwurzel 
des Produkts von Wirkungsquantum und Lichtgeschwin­
digkeit, wodurch es möglich wird, alle Strahlungsreak-
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tionen als klein gegenüber den auf die Teilchen ausgeübten 
ponderomotorischen Kräften zu behandeln. Bei Messungen 
von Feldgrössen erweist es sich aber als wesentlich, über 
die Ladung der Probekörper in einem Umfang verfügen 
zu können, der mit letzterer Voraussetzung in Gegensatz 
käme, wenn man diese Körper als Punktladungen betrachten 
würde. Diese Schwierigkeiten verschwinden aber, wie wir 
sehen werden, wenn man Probekörper benutzt, deren linearen 
Abmessungen genügend gross gegenüber den Atomdimen­
sionen gewählt werden, um ihre Ladungsdichte als nähe­
rungsweise konstant über den ganzen Körper betrachten 
zu können.

In dieser Verbindung ist es auch von wesentlicher Bedeu­
tung, dass die übliche Beschreibung eines elektromagne­
tischen Feldes durch die Feldkomponenten in jedem Baum­
zeitpunkt, welche die klassische Feldtheorie charakterisiert, 
und nach welcher das Feld mittels Punktladungen im Sinne 
der Elektronentheorie ausmessbar wäre, eine Idealisation ist, 
der in der Quantentheorie nur eine beschränkte Anwend­
barkeit zukommt. Dieser Umstand findet seinen sinngemäs­
sen Ausdruck gerade im quantenelektromagnetischen For­
malismus, in welchem die Feldgrössen nicht mehr durch 
eigentliche Punktfunktionen dargestellt werden, sondern 
durch Funktionen von Raumzeitgebieten, die formal den 
Mittelwerten der idealisierten Feldkomponenten über die 
betreffenden Gebiete entsprechen. Nur für die Messbarkeit 
solcher Gebietsfunktionen lassen sich an Hand des For­
malismus eindeutige Aussagen ableiten, und unsere Aufgabe 
wird also darin bestehen, zu untersuchen, inwieweit die in 
dieser Weise definierten, komplementären Begrenzungen der 
Messbarkeit von Feldgrössen mit den physikalischen Mes­
sungsmöglichkeiten übereinstimmen.
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Soweit wir von allen in der atomistischen Struktur der 
Messinstrumente beruhenden Einschränkungen absehen kön­
nen, lässt sich auch wirklich in dieser Hinsicht eine völ­
lige Übereinstimmung nachweisen. Äusser einer eingehen­
den Untersuchung der Konstruktion und Handhabung der 
Probekörper verlangt aber dieser Nachweis noch die Be­
rücksichtigung von gewissen, bei der Diskussion der Mess­
barkeitsfrage zutagetretenden, neuen Zügen der komplemen­
tären Beschreibungsweise, die nicht in der üblichen, der 
unrelativistischen Quantenmechanik entsprechenden Fas­
sung des Unbestimmtheitsprinzips einbezogen sind. Nicht 
nur bedeutet es eine wesentliche Komplikation des Pro­
blems der Feldmessungen, dass wir beim Vergleich von 
Feldmittelwerten über verschiedene Raumzeitgebiete im all­
gemeinen nicht in eindeutiger Weise von einer zeitlichen 
Reihenfolge der Messvorgänge sprechen können, sondern 
schon die Deutung der einzelnen Messergebnisse erfordert 
bei Feldmessungen eine noch grössere Vorsicht als bei den 
gewöhnlichen quantenmechanischen Messproblemen.

Das Merkmal letzterer Probleme ist die Möglichkeit, 
jedem einzelnen Messergebnis eine im Sinne der klassischen 
Mechanik wohldefinierte Deutung beizulegen, indem der 
durch das Wirkungsquantum bedingten, prinzipiell unkon­
trollierbaren Wechselwirkung zwischen Messinstrument und 
Messobjekt völlig Rechnung getragen wird durch den Ein­
fluss jedes Messvorgangs auf die durch nachfolgende Mes­
sungen zu prüfenden statistischen Erwartungen. Bei Mes­
sungen von Feldgrössen hingegen ist zwar jedes Messergebnis 
auf Grund des klassischen Feldbegrifis wohldefiniert, aber 
die begrenzte Anwendbarkeit der klassischen Feldtheorie 
auf die Beschreibung der unvermeidlichen elektromagneti­
schen Feldwirkungen der Probekörper bei der Messung
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bringt, wie wir sehen werden, mit sich, dass diese Feld­
wirkungen in gewissem Umfang das Messergebnis selber 
in unkompensierbarer Weise beeinflussen. Eine nähere 
Untersuchung des prinzipiell statistischen Charakters der 
Folgerungen des quantenelektromagnetischen Formalismus 
zeigt jedoch, dass diese Beeinflussung des Messobjekts durch 
den Messvorgang die Prüfbarkeit solcher Folgerungen in 
keiner Weise beeinträchtigt, sondern vielmehr als einen 
wesentlichen Zug der innigen Anpassung der Quantentheorie 
der Felder an das Messbarkeitsproblem anzusehen ist.

Bevor wir zur näheren Ausführung der hier angedeuteten 
Betrachtungen übergehen, möchten wir nochmals betonen, 
dass die grundsätzlichen Schwierigkeiten, die der konse­
quenten Verwertung der Feldtheorie in der Atomtheorie 
entgegenstehen, von der vorliegenden Untersuchung völlig 
unberührt bleiben. Für die Beurteilung des Zusammen­
hangs dieser Schwierigkeiten mit den wohlbekannten Para­
doxien der Messprobleme der relativistischen Quanten­
mechanik dürfte eben die Berücksichtigung des atomistisclien 
Aufbaus aller Messinstrumente wesentlich sein. Besonders 
käme hier auch die durch den endlichen 'Wert der Ele­
mentarladung im Vergleich zur Quadratwurzel des Produkts 
aus Lichtgeschwindigkeit und Wirkungsquantum bedingte 
Begrenzung der korrespondenzmässigen Atommechanik in 
Betracht.1

1 Vgl. N. Bohr, Atomic Stability and Conservation Laws, Atti del 
Congresso di Física Nucleare, 1932. Anmerkung bei der Korrektur. 
In einer demnächst erscheinenden besonderen Veröffentlichung wird näher 
diskutiert, welche Folgerungen die neue Entdeckung des Auftretens von 
sogenannten »positiven Elektronen« unter besonderen Umständen, sowie 
die Erkenntnis des Zusammenhangs dieser Erscheinung mit der relativi­
stischen Elektronentheorie von Dirac, für die in der zitierten Arbeit be­
sprochenen Probleme mit sich bringt.
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§ 2. Messbarkeit von Feldern nach der Quantentheorie.
Der quantenelektromagnetische Formalismus hat seinen 

Ausgangspunkt gefunden in der von Dirac entwickelten 
Quantentheorie der Strahlung, welche durch die Einführung 
einer mit den quantenmechanischen Vertauschungsrelationen 
zusammenhängenden Nichtvertauschbarkeit kanonisch kon­
jugierter Schwingungsamplituden eines Strahlungsfeldes 
charakterisiert ist. Auf Grund dieser Theorie wurden 
von Jordan und Pauli zunächst für ladungsfreie Felder 
Vertauschungsrelationen zwischen den elektromagnetischen 
Feldkomponenten aufgestellt, und der Formalismus wurde 
dann von Heisenberg und Pauli zu einem gewissen 
Abschluss gebracht, indem die Wechselwirkung zwischen 
Feld und materiellen Ladungsträgern in korrespondenz­
mässiger Weise behandelt wurde. Die konsequente Anwen­
dung der Theorie auf Atomprobleme ist indessen wesentlich 
beeinträchtigt durch das Auftreten der wohlbekannten Para­
doxien der unendlichen Selbstenergie der Elementarteilchen, 
welche auch nicht durch die von Dirac vorgeschlagene 
Modifikation der Darstellung des Formalismus beseitigt wur­
den1. In unserer Diskussion der Begrenzung der Messbarkeit 
von Feldgrössen spielen diese Schwierigkeiten jedoch keine 
Rolle, weil für diesen Zweck die atomistische Struktur der 
Materie nicht wesentlich in Frage kommt. Zwar verlangt 
die Messung der Felder die Benutzung materieller geladener 
Probekörper, aber ihre eindeutige Anwendung als Mess­
instrumente wird eben durch den Umfang bedingt, in dem 
wir sowohl ihre Beeinflussung durch die Felder, wie ihre 
Wirkungen als Feldquellen auf Grund der klassischen 
Elektrodynamik behandeln können.

Bei diesem Sachverhalt können wir uns auf die reine
1 Vgl. L. Rosenfeld, Zs. f. Phys., 76, 729, 1932.
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Feldtheorie beschränken und also zur Untersuchung der 
Folgerungen des quantenelektromagnetischen Formalismus 
betreffend die Messbarkeit von Feldgrössen direkt von den 
Vertauschungsrelationen ladungsfreier Felder ausgehen. 
Unter Benutzung der üblichen Bezeichnung, [p, q] = pq — qp, 
haben wir sodann zwischen den Feldkomponenten in zwei 
Raumzeitpunkten (xt, yí, zít t¡) und (x2, q2, z2, t2) folgende 
typische Relationen, woraus die übrigen Vertauschungs­
relationen durch zyklische Permutation hervorgehen1):

1 Vgl. P. .Jordan und W. Pauli, Zs. f. Phys., 47, 151, 1928, sowie
W. Heisenberg und W. Pauli, Zs. f. Phys. 56, 33, 1929. Abgesehen von 
einem unwesentlichen Vorzeichenunterschied, der von einer Unstimmig­
keit in der Wahl der Zeitrichtung bei der Fourierzerlegung der Feld­
stärken herrührt, stimmen die angeführten Formeln mit den in den 
zitierten Abhandlungen abgeleiteten inhaltlich überein. Insbesondere be­
deutet die hier benutzte Schreibweise, wo alle Glieder als retardierte 
erscheinen, eine rein formale Änderung, die auf eine möglichst anschau­
liche Deutung der Messprobleme hinzielt.

te ei = ie ej = '
te «*i = ei = (C’-o
ce ei=«
te ei --ie «n=

Dabei bedeuten (S*”, (S*1’, die elektrischen

und magnetischen Feldkomponenten im Raumzeitpunkte 
(æi, Ui, 2t, ti), während zur Abkürzung

' g* 1 S* \ Il
,8xt8x2 <?8ttdtJ\r \2 1 c/J

4 (12) =______& |1
xy dxldy2\r \2 1 c/j 

n(12) = 1 d

xy c dtldz2

(2)
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gesetzt ist. Weiler bedeutet fr die durch 2n dividierte 
Plancksche Konstante, c die Lichtgeschwindigkeit und r 
den räumlichen Abstand der beiden Punkte. Schliesslich 
bezeichnet ô die von Dirac eingeführte symbolische Funk­
tion, die bekanntlich durch die Eigenschaft, dass

i 1 wenn t' < t0 < t" , x
l0 wenn ,0<f oder ,0>r (•’)

charakterisiert ist, und die formal wie eine gewöhnliche 
Funktion differenziiert wird.

Eben im Auftreten der durch (3) definierten J-Funktion 
in den Vertauschungsrelationen (1) kommt die bereits er­
wähnte Tatsache zum Vorschein, dass die quantentheore­
tischen Feldgrössen nicht als eigentliche Punktfunktionen 
zu betrachten sind, sondern erst Raumzeitintegralen über 
die Feldkomponenten ein eindeutiger Sinn zukommt. Mit 
Rücksicht auf die einfachste Prüfungsmöglichkeit des For­
malismus werden wir uns mit der Betrachtung von Mittel­
werten der Feldkomponenten über einfach zusammen­
hängende Raumzeilgebiete begnügen, deren räumliche Aus­
dehnung innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls konstant 
bleibt. Indem wir das Volumen eines solchen Gebiets G mit 
V und das zugehörige Zeitintervall mil T bezeichnen, defi­
nieren wir also zum Beispiel den Mittelwert von durch 
die Formel

(4)

Für die so definierten Mittelwerte zweier Feldkomponenten 
über zwei gegebene Raumzeitgebiete I und II gelten Ver­
tauschungsrelationen, die sich umittelbar aus (1) durch 
Integration über die beiden Gebiete und Division mit dem



Zur Frage der Messbarkeit der elektromagnetischen Feldgrössen. 11

Produkt ihrer vierdimensionalen Ausdehnungen ergeben. 

Die Werte der Klammersymbole gehen also
(12) (1*^)einfach aus (1) hervor, wenn die Grössen A , B durch 

ihre Mittelwerte über die zwei Gebiete

1

d2 r

1

(5)

1

Unbestimmt-
Relation

(6)

Grössen aus

(7)

A(I’n) =

ersetzt werden.
In ganz ähnlicher Weise, wie sich die dem 

heitsprinzip zugrundeliegende Heisenbergsche

für zwei kanonisch konjugierte mechanische 
der allgemeinen quantenmechanischen Vertauschungsrelation

B(I’n) =

7(I> ID =
**XX

vv TT \dti\dl2\dpAdu2
’ I ’ II 7 I 7 II ^Tj *,Tn ‘'Vi *'Vii

1 Í1 c2 St,St, I r

ableiten lässt, ergeben sich also für die Produkte der kom­
plementären Unbestimmtheiten der betrachteten Feldmittel­
werte folgende typische Formeln:

X X xx I ’ X y

X & y I xy xy= 0,
(8)
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Einige für unser Problem wichtige Ergebnisse lassen 
sich unmittelbar aus den Ausdrücken (5) und (8) folgern. 
Vor allem sehen wir, dass gemäss der durch (3) ausgedrückten 
Eigenschaft der ö'-Funktion die Grössen Ä(l’n), sich 

bei stetiger Verschiebung der Grenzen der Gebiete I und II 
stetig ändern, solange die Ausdehnungen dieser Gebiete, d. h. 
die Werte von Vp Tv Vn, 7’n von Null verschieden bleiben. 
Insbesondere verschwinden die Differenzen 
und B(I’n)— o]ine Unstetigkeit, wenn die Grenzen 

der zwei Gebiete allmählich mit einander zusammenfallen. 
Hieraus folgt, dass die Mittelwerte aller Feldkomponenten 
über dasselbe Raumzeitgebiet unter einander vertauschbar 
sind, und somit unabhängig von einander genau messbar 
sein sollen. Diese Folgerung der Theorie, die über die Vor­
aussetzung der unbeschränkten Messbarkeit jeder ein­
zelnen Feldgrösse wesentlich hinausgeht, erscheint übrigens 
als ein Spezialfall zweier allgemeinerer Sätze, die aus den 
Symmetrieeigenschaften der Grössen und fol-
gen. Aus der Tatsache, dass die Ausdrücke A—A ihr 
Vorzeichen wechseln, wenn die Zeitpunkte tt und t2 ver­
tauscht werden, folgt nämlich, dass die Mittelwerte zweier 
gleichartiger (d. h. zweier elektrischer oder zweier magne­
tischer) Komponenten über zwei beliebige Raumgebiete 
immer vertauschbar sind, sobald die zugehörigen Zeitinter­
valle zusammenfallen. Weiter folgt aus der entsprechenden 
Antisymmetric der Ausdrücke ß(12) und B(2,) bei Ver­

tauschung der Raum punkte (xlt ijt, zj und (x2, z2),

dass die Mittelwerte zweier ungleichartiger Komponenten, 
wie und über zwei beliebige Zeitintervalle vertausch­
bar sind, wenn die zugehörigen Raumgebiete zusammen­
fallen.

Diese Resultate könnten zunächst mit den aus der Hei­
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senberg-Paulischen Darstellung des Formalismus abzulei­
tenden Vertauschungsrelationen zwischen Mittelwerten von 
Feldgrössen zu einem und demselben Zeitpunkt über end­
liche Raumgebiete, die im zitierten Buch von Heisenberg 
diskutiert sind, unvereinbar erscheinen. Während auch dort 
Mittelwerte gleichartiger Komponenten als vertauschbar an­
gegeben werden, wird auf die Nichtvertauschbarkeit von 
ungleichartigen Komponenten über ein und dasselbe Raum­
gebiet geschlossen. Dieser Gegensatz löst sich aber einfach 
dadurch, dass es sich in der Heisenbergschen Behandlung 
um einen Grenzübergang handelt, bei dem zwei ursprünglich 
nicht zusammenfallende Raumzeitgebiete erst dann zur 
Deckung gebracht werden, nachdem ihre zeitlichen Aus­
dehnungen sich zu einem und demselben Zeitpunkt zu­
sammengezogen haben. Mit Rücksicht auf die Symmetrie 
des durch (2) gegebenen Ausdruckes B x~ in Bezug auf und 
f2, sowie auf die durch (3) definierte Eigenschaft der d-Funk- 
tion linden wir nämlich für zusammenfallende Zeitintervalle

£7(I,II)_B(II,I)
xy nxy (9)

wo 7’j = Tn = T gesetzt ist, und die doppelte Integration 
über alle Paare von Punkten je eines der betreffenden 
Raumgebiete zu erstrecken ist, deren Abstand r kleiner ist 
als cT. Wenn wir nun weiter die beiden Raumgebiete von 
selbem Volumen = Vn = V und von selber Gestalt, 
aber gegen einander in der z-Richtung verschoben annehmen, 
so bekommen wir im Grenzfall, wo cT als verschwindend 
klein in Vergleich mit den linearen Abmessungen der Raum­
gebiete betrachtet werden kann, für das in (9) auftretende 
Raumintegral durch partielle Integration den Ausdruck 
±27rc27l2F, wo F das Areal der von der Projektion der 
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Schnittkurve der Begrenzungsflächen von Vj und Vn aut 
die oay-Ebene eingeschlossenen Fläche darstellt, und wo das 
Vorzeichen + bzw. — zu nehmen ist, je nachdem der Be­
reich II in der positiven bzw. negativen z-Richtung gegen­
über dem Bereich I verschoben ist. Bei stetiger Durch­
einanderschiebung der Bereiche ändert sich also die Diffe­
renz B(Xy10 — Bæÿ’0 unstetig um den Betrag , indem 

beide Ausdrücke B^}) und ihr Vorzeichen wechseln. 

Im besprochenen Grenzfall weist daher die Vertauschungs­
relation der instanlanen Raummittelwerte von ® und ,Ö„ 
eine wesentliche Zweideutigkeit auf, die für den erwähnten 
scheinbaren Widerspruch verantwortlich ist.

Der durch die früheren Untersuchungen der physi­
kalischen Messungsmöglichkeiten vermeintlich erbrachte 
Nachweis einer komplementären Begrenzung der Messbar­
keit ungleichartiger Feldkomponenten innerhalb eines und 
desselben Raumbereiches beruht auch, wie wir sehen wer­
den, lediglich auf der Benutzung von Punktladungen als 
Probekörper, was keine genügend scharfe Begrenzung des 
Messbereichs erlaubt. Für die Prüfung des quantenelektro­
magnetischen Formalismus kommen, wie schon betont, 
nur Messungen mit Probekörpern endlich ausgedehnter 
Ladungsverteilung in Betracht, da jede wohldefinierte Aus­
sage dieses Formalismus sich ja auf Mittelwerte der Feld­
komponenten über endliche Raumzeitgebiete bezieht. Dieser 
Umstand hindert uns aber keineswegs, alle eindeutigen, 
aus der Heisenberg-Paulischen Darstellung zu ziehenden 
Schlüsse über die Zeitabhängigkeit von räumlichen Feld­
mittelwerten durch Feldmessungen zu prüfen. Dazu brauchen 
wir nur Mittelwertsbereiche heranzuziehen, deren zeitliche 
Ausdehnung T, mit c multipliziert, genügend klein ist gegen-
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über ihren linearen räumlichen Abmessungen, deren Grössen­
ordnung wir im folgenden immer mit L bezeichnen werden.

Eben der Fall L > cT eignet sich übrigens besonders 
zu einer eingehenden Prüfung der Folgerungen des Formalis­
mus im eigentlichen quantentheoretischen Gebiet. Schon 
im Gültigkeitsbereich der klassischen Theorie bietet ja der 
Fall L < cT wenig Interesse, weil alle Besonderheiten der 
Wellenfelder innerhalb des Volumens V sich wegen der 
Fortpflanzung während des Zeitintervalls 7’ bei der Mittel­
wertbildung weitgehend ausgleichen. Im Quantengebiet kom­
men zu diesem Ausgleich noch die eigentümlichen Schwan­
kungserscheinungen hinzu, die aus dem prinzipiell stati­
stischen Charakter des Formalismus folgen. Während im 
Falle L < cT diese Schwankungen, wie wir sogleich sehen 
werden, in die Lösungen gegebener Probleme wesentlich 
eingehen, spielen sie eben im Fall L > cT eine verhältnis­
mässig kleine Rolle.

Die erwähnten Schwankungen hängen aufs Engste zu­
sammen mit der Unmöglichkeit, die für die Quantentheorie 
der Felder charakteristische Lichtquantenvorstellung mittels 
klassischer Begriffe zu veranschaulichen. Insbesondere geben 
sie Ausdruck für die gegenseitige Ausschliessung der genauen 
Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung eines elektro­
magnetischen Feldes und der Kenntnis des Mittelwerts 
irgendeiner seiner Komponenten in einem wohldefinierten 
Raumzeitgebiet. Denken wir uns die Dichte «i (z.r, xy, xz) 
der Lichtquanten von bestimmtem Polarisationsparameter 
i und gegebenen Impuls und Energie frxx, hxy, 1ixz und 
hv = hc |xx + xy + xz bekannt, so sind zwar die Erwartungs­
werte aller Feldmittelwerte Null, aber das mittlere Schwan­
kungsquadrat jeder Feldgrösse, wie die durch (4) definierte

, wird durch die einfach abzuleitende Formel
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+11
i

— 00 
cos [xx (xt — x2) + xy (yt — y.¿) + xz (zt—z2) — v (tx— /2)j

dxxdxydx,

v

(10)

gegeben. Aus der Formel (10) sehen wir, dass die betref­
fenden Schwankungen bei gegebener Lichtquantenzusam­
mensetzung nie ausbleiben können, da sie schon für m¡ = 0, 
d. h. bei völliger Abwesenheit von Lichtquanten, einen end­
lichen, positiven Wert annehmen, der sich durch eine 
leichte Rechnung auf die Form 

(ID

bringen lässt. Für jede andere, durch eine gegebene Dichte 
wi definierte Lichtquantenverteilung wird das Schwankungs­
quadrat des Mittelwerts einer Feldkomponente grösser als 
So (G) sein. Die nach dem Formalismus zu erwartenden 
Schwankungen eines Feldmitlelwerls können aber beliebig 
klein werden, wenn eine direkte, etwa durch Messungen 
erreichte Kenntnis von Feldgrössen vorausgesetzt ist. In 
einem solchen Fall ist selbstverständlich die Lichtquanten­
dichte «i nicht wohldefiniert, und wir müssen uns mit 
statistischen Aussagen über diese Dichte begnügen.

Für die Diskussion der Messungsmöglichkeiten ist es 
ferner von entscheidender Bedeutung, dass der Ausdruck (11) 
nicht nur für die Feldschwankungen im lichtquantenfreien 
Raum gilt, sondern auch das Schwankungsquadrat jedes 
Feldmittelwerts in dem allgemeineren Fall darstellt, wo 
als Feldquellen nur klassisch beschreibbare Strom- und 
Ladungsverteilungen vorkommen. Der Feldzustand ist hier 



Zur Frage der Messbarkeit der elektromagnetischen Feldgrössen. 17

eindeutig durch die Forderungen definiert, dass der Erwar­
tungswert jeder Feldgrösse mit dem klassisch berechneten 
übereinstimmt, und dass die Anzahl der Lichtquanten von ge­
gebenem Impuls und Polarisation um ihren korrespondenz­
mässig abgeschätzten Mittelwert n0 gemäss dem für unab­
hängige Ereignisse gültigen Wahrscheinlichkeitsgesetz

= (12)

verteilt sind. Für die Feldschwankungen dieses Zustandes 
ergibt eine einfache Rechnung eben den Ausdruck (11). 
Entsprechend der Eigentümlichkeit der Hohlraumschwan­
kungen folgt weiter, dass auch im allgemeinen Fall eines 
Feldes gegebener Lichtquantenzusammensetzung das Hin­
zukommen der Feldwirkungen irgendwelcher klassisch be­
schreibbaren Quellen keinerlei Einfluss auf die Schwan­
kungserscheinungen haben wird.

Die Quadratwurzel des Ausdrucks (11) mag als eine 
kritische Feldgrösse S angesehen werden, in dem Sinne, 
dass wir nur bei der Betrachtung von Feldmittelwerten, 
die wesentlich grösser als <5 sind, von den betreffenden 
Schwankungen absehen dürfen. Für die Beurteilung der 
Prüfungsmöglichkeit des Formalismus im eigentlichen Quan­
tengebiet kommt noch eine andere kritische Feldgrösse U 
in Betracht, die gleich ist der Quadratwurzel des durch 
(8) gegebenen Produkts der komplementären Unbestimmt­
heiten zweier Feldmittelwerte über Raumzeitbereiche, die sich 
nur teilweise überdecken, indem sie räumlich und zeitlich 
um Strecken der Grössenordnung L bzw. T gegen einander 
verschoben sind. Für Feldstärken, die wesentlich grösser als 
U sind, gelangen wir nämlich offenbar in den Gültigkeits­
bereich der klassischen elektromagnetischen Theorie, wo

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII. 8. 2
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alle quantentheoretischen Züge des Formalismus ihre Be­
deutung verlieren. Eine einfache Abschätzung auf Grund 
der Formeln (8) und (11) ergibt nun, dass im Falle L < cT 
beide kritische Ausdrücke 11 und <S von derselben Grössen­
ordnung

11 CV> g oo —----— (13)
Lei

sind. Im Falle L > cT hingegen ist

und (14)

so dass im Grenzfall L » cT die kritische Feldstärke U 
viel grösser ist als und wir daher bei der Prüfung der 
charakteristischen Folgerungen des Formalismus von den 
Feldschwankungen weitgehend absehen können.

Bevor wir zu dem Vergleich der in diesem Paragraphen 
besprochenen Folgerungen des quantenelektromagnetischen 
Formalismus mit den physikalischen Messungsmöglichkeiten 
von Feldgrössen übergehen, möchten wir noch hier betonen, 
dass die widerspruchslose Deutbarkeit dieses Formalismus 
in keiner Weise gefährdet ist durch solche paradoxe Züge 
seiner mathematischen Darstellung, wie die unendliche 
Nullpunktsenergie. Insbesondere hat diese letztere Para­
doxie, die übrigens mittels einer die physikalische Deutung 
nicht störenden, formalen Änderung der Darstellung1 be­
seitigt werden kann, keine direkte Verbindung zum Pro­
blem der Messbarkeit von Feldgrössen. Auf Grund der 
Feldtheorie würde ja eine Bestimmung der elektromag­
netischen Energie in einem gegebenen Raumzeitbereich die 
Kenntnis der einer Messung unzugänglichen Werte der

1 Vgl. L. Rosenfeld und J. Solomon, Journal de Physique 2, 139, 
1931, sowie W. Pauli, Hb. d. Physik, 2. Aufl., Bd. 24/1, S. 255, 1933.
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Feldkomponenten in jedem Raumzeitpunkt des Gebiets 
verlangen. Eine physikalische Messung der Feldenergie 
liesse sich nur mittels einer geeigneten mechanischen Vor­
richtung ausführen, durch welche die in einem gegebenen 
Raumgebiet befindlichen elektromagnetischen Felder von 
dem übrigen Feld getrennt werden könnten, so dass die 
in diesem Gebiet enthaltene Energie unter Verwendung 
des Erhaltungssatzes nachträglich gemessen werden könnte. 
Jede solche Trennung der Felder wird aber wegen der 
Wechselwirkung mit dem Messmechanismus eine unkon­
trollierbare Änderung der Feldenergie im betreffenden Gebiet 
mit sich bringen, deren Berücksichtigung wesentlich ist für 
die Aufklärung der wohlbekannten Paradoxien, die in der 
Diskussion der Energieschwankungen der Hohlraumstrah­
lung zutagetreten.1

§ 3. Voraussetzungen physikalischer Feldmessungen.
Definitionsgemäss beruht die Messung von elektro­

magnetischen Feldgrössen auf der Ueberlragung von Impuls 
auf geeignete elektrische oder magnetische Probekörper, die 
sich im Feld befinden. Ganz abgesehen von der in der Quan­
tentheorie gebotenen Vorsicht bei der Anwendung der üblichen 
Idealisation der in jedem Raumzeitpunkt definierten Feld­
komponenten, handelt es sich dabei wesentlich immer um 
Mittelwerte dieser Komponenten sowohl über die für die 
Impulsüberlragung erforderlichen endlichen Zeitintervalle, 
wie über die Raumbereiche, über welche die Elektrizitäts­
ladungen bzw. magnetischen Polstärken der in Frage kom­
menden Probekörper verteilt sind. Selbstverständlich ist 
schon die Annahme einer gleichmässigen Ladungsverteilung 
auf einem Probekörper eine Idealisation, die wegen des

1 Vgl. W. Heisenberg, Leipziger Berichte S3, 1, 1931. 
2*
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atomaren Aufbaus aller materieller Körper einer gewissen 
Einschränkung unterliegt, die aber für die eindeutige Defini­
tion von Feldgrössen unentbehrlich ist.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, be­
trachten wir die Messung des Mittelwerts der elektrischen 
Feldkomponente in der x-Richtung über einen Raum­
zeitbereich von Volumen Fund Zeitlänge T. Dazu benutzen 
wir also einen Probekörper, dessen elektrische Ladung über 
das Volumen V mit der Dichte o gleichmässig verteilt ist 
und bestimmen die Werte px und px der Impulskomponente 
dieses Körpers in der rr-Rich tung am Anfang t' und am Ende 
t" des Intervalls T. Der gesuchte Mittelwert wird dann 
durch die Gleichung

' (is) 

bestimmt, wobei allerdings vorausgesetzt ist, dass die von 
den Impulsmessungen beanspruchten Zeitintervalle, die wir 
grössenordnungsmässig mit /1t bezeichnen wollen, als ver­
schwindend klein gegenüber T betrachtet werden können, 
und dass wir die Verschiebung des Probekörpers sowohl 
infolge der Impulsmessungen, wie infolge der ihm durch 
das zu messende Feld innerhalb des Zeitintervalls 7'erteilten 
Beschleunigung vernachlässigen können im Verhältnis zu 
den linearen Abmessungen L des Raumbereichs V.

Durch die Wahl eines genügend schweren Prohekörpers 
können wir offenbar seine Beschleunigung unter Einwirkung 
des Feldes beliebig herabsetzen. Bei den Impulsmessungen 
begegnen wir aber Verhältnissen, die von der Masse des 
Probekörpers unabhängig sind. Dem Unbestimmtheitsprin­
zip zufolge wird ja jede mit der Genauigkeit .1px ausge­
führte Messung der Impulskomponente px mit einem Ver­
lust z/íc der Kenntnis der Lage des betreffenden Körpers 
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verbunden, der grössenordnungsmässig durch die in (6) 
enthaltene Relation

/ipx ix <v> Ti (16)

gegeben wird. An und für sich bedeutet dieser Sachverhalt 
jedoch keine Einschränkung der durch die Feldmessung 
zu erzielenden Genauigkeit, da wir noch über den Wert der 
Ladungsdichte verfügen können. Wenn wir dt und /ix im 
Verhältnis zu T und L vernachlässigen, erhalten wir in der 
Tat aus (15) und (16) für die Genauigkeit J^x der Feld­
messung grössenordnungsmässig

(17)

welche bei jedem noch so kleinen Wert von six durch die 
Wahl eines genügend grossen Werts von q beliebig klein 
gemacht werden kann.

Streng genommen hängt die Genauigkeit der Feldmessung 
noch von der absoluten Grösse des Werts von G’.r selber ab, 
denn bei gegebenen Spielräumen für /it und /ix wird, 
selbst wenn /ipx Null wäre, der aus (15) ermittelte Wert 
von &x wegen der unscharfen Begrenzung des Messbereiches 
mit einer Unsicherheit behaftet, die jede Grenze überschreitet, 
wenn ins Unendliche wächst. Letzterer Umstand ent­
spricht jedoch nur der allgemeinen Begrenzung aller physi­
kalischen Messungen, bei welchen eine Kenntnis der Grös­
senordnung der zu erwartenden Effekte für die Wahl der 
geeigneten Messinstrumente immer nötig ist. Bei unserem 
Problem ist eine obere Grenze der uns interessierenden 
Effekte dadurch gesetzt, dass wir bei wachsender Grösse 
der Feldkomponenten allmählich ins Gültigkeitsgebiet der 
klassischen elektromagnetischen Theorie gelangen. In dem
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zur Prüfung des quantenelektromagnetischen Formalismus 
besonders geeigneten Fall L > cT stellt, wie im vorigen 
Paragraphen erwähnt, der mit der rechten Seite der ersten 
Formel (14) äquivalente Ausdruck

(18)

eine in dieser Hinsicht kritische Fcldgrösse dar. Bei Ein­
führung dieser Bezeichnung nimmt die Beziehung (17) die 
Form

(19)

an, wo 

ein dimensionsloser, für die Beurteilung der Genauigkeit 
der Feldmessung ausschlaggebender Faktor ist.

Die Forderung, dass 2 klein gegenüber der Einheit, und 
gleichzeitig ./x klein gegenüber L sein soll, bedeutet, dass 
die gesamte elektrische Ladung des Körpers aus einer sehr 
grossen Anzahl Eiemenlarladungen f bestehen soll. In der 
Tat ist nach (20) diese Anzahl N durch 

gegeben, und ist sehr gross, wenn die erwähnten For­
derungen erfüllt sind und, wie angenommen, L > cT 
ist. Der letzte Faktor ist ja die reziproke Quadratwurzel 
der Feinstrukturkonstante, deren Kleinheit, wie schon in 
der Einleitung erwähnt, eine wesentliche Voraussetzung der 
korrespondenzmässigen Elektronentheorie ist. Wie dort be-
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tont, sind einer Feldmessung mit einer Elementarladung 
als Probekörper wesentliche Einschränkungen auferlegt, was 
auch direkt aus (21) ersichtlich ist, wenn man N = 1 
setzt.1 Die Annahme eines grossen Werts von N ist über­
dies eine notwendige Bedingung für die physikalische Ver­
wirklichung einer gleichmässigen Verteilung der Ladung des 
Probekörpers über das Volumen V; und solange die linearen 
Abmessungen L des Probekörpers gross sind gegenüber den 
Atomdimensionen, bietet ihre Erfüllung offenbar keine prin­
zipielle Schwierigkeit. Es braucht auch kaum erwähnt zu 
werden, dass unter dieser Voraussetzung die oben benutzte 
Annahme über die Masse des Prohekörpers, die damit 
gleichbedeutend ist, dass diese Masse sehr gross gegen­
über derjenigen eines Lichtquants der Wellenlänge L sein 
muss, stets befriedigt werden kann.

Soweit haben wir indessen völlig von den elektromag­
netischen Feld Wirkungen abgesehen, welche die Beschleu­
nigung jedes Probekörpers während der Impulsmessung 
begleiten. Diese Wirkungen überlagern sich auf das ur­
sprüngliche Feld und müssen in die durch Gleichungen 
vom Typus (15) definierten Feldmittelwerte einbezogen 
werden. Die Hauptaufgabe der folgenden Untersuchung wird 
daher sein, eine Messanordnung zu finden, in welcher die 
Feldwirkungen der Probekörper in grösstmöglichem Um­
fang kontrolliert oder kompensiert werden können. An 
dieser Stelle müssen wir aber zunächst auf die Frage ein­
gehen, inwieweit die Rückwirkung der durch die Beschleuni­
gungen der Probekörper bei den Impulsmessungen erzeugten 
Strahlungsfelder schon die Ausführbarkeit der Messung der 

1 Vgl. V. Fock lind P. Jordan, Zs. f. Phys. 66, 206, 1930, wo auf der­
artige, mit der Quantentheorie der Felder nicht verbundene Einschrän­
kungen von Feldmessungen hingewiesen ist. Vgl. auch J. Solomon, Journal 
de physique, 4, 368, 1933.



24 Nr. 8. N. Bohh und L. Rosenfeld:

in (15) auftretenden Werte der Impulskomponente des 
Probekörpers am Anfang und am Ende des Messinter­
valls beeinträchtigen könnte. Eben mit Hinblick auf 
diese Möglichkeit haben Landau und Peierls in der an­
fangs zitierten Arbeit die Zuverlässigkeit der Unbestimmt­
heitsrelation (16) für geladene Körper angezweifelt, und 
geschlossen, dass sie durch eine andere, noch mehr ein­
schränkende Relation zu ersetzen sei, in welcher die Ladung 
des Probekörpers wesentlich eingeht. Dabei haben sie jedoch 
das elektromagnetische Verhalten eines solchen Körpers mit 
demjenigen einer Punktladung e verglichen, und folglich 
zur Abschätzung der Grössenordnung der durch die Strah­
lungsrückwirkung hervorgerufenen Impulsänderung des 
Probekörpers während der Zeit den Ausdruck

(22)

benutzt. Wird aber dp als eine zusätzliche Unbestimmt­
heit der Impulsmessung betrachtet, so bekommt man anstatt 
(17), wenn oV = c gesetzt ist und zwischen und nicht 
unterschieden wird,

h eJx
(23)

dessen Minimum bei Variation von e offenbar durch

(24)

gegeben ist. Wenn man weiter mit Landau und Peierls 
zwischen T und z// nicht unterscheidet, stimmt dieser Aus­
druck überein mit der von ihnen angegebenen absoluten 
Grenze der Messbarkeit von Feldkomponenten, auf der sie 
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ihre Kritik der Grundlagen des quantenelektromagnetischen 
Formalismus begründet haben.

Die vermeintlichen Schwierigkeiten der Impulsmessung 
verschwinden aber sofort, wenn auf die endliche Aus­
dehnung der elektrischen Ladung des Probekörpers ge­
nügende Rücksicht genommen wird. Bei der unten näher 
zu prüfenden Idealisation einer gleichmässigen, starr ver­
schiebbaren Ladungsverteilung, können nämlich die elek­
trischen Feldstärken im Gebiet V während der Beschleu­
nigung des Probekörpers innerhalb der Zeit zlt höchstens 
einen Wert von der Grössenordnung ozlx erreichen. Denn 
ihre zeitlichen Ableitungen sind ja nach den Maxwellschen 
Gleichungen höchstens von derselben Grössenordnung wie 

zf x die Stromdichte, die grössenordnungsmässig durch ø----
zi t 

gegeben ist. Jede elektromagnetische Rückwirkung auf den 
Körper während des Messintervalls z// kann daher nur eine 
Impulsübertragung von der Grössenordnung 

0(>Px 00 Q^VJxJt (25)

mit sich bringen. Mit Rücksicht auf (18) und (20) bekommen 
wir also durch Vergleich von (16) und (25):

O)

woraus folgt, das bei jeder, durch einen gegebenen Wert 
von 2 symbolisierten, angestrebten Genauigkeit der Feld­
messung der Einfluss der elektromagnetischen Rückwirkung 
auf die Impulsmessung des Probekörpers vernachlässigt 
werden kann, wenn nur z/t in Vergleich mit T genügend 
klein gewählt wird. Eben dieser Umstand ist für die Beur­
teilung der Genauigkeit der Feldmessungen ausschlaggebend ; 
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denn es erweist sich als unmöglich, den Einfluss des Strah­
lungsrückstosses auf die Impuls- und Energiebilanz bei den 
einzelnen Impulsmessungen direkt in Betracht zu ziehen. 
Zum Beispiel wäre der von Pauli1 gemachte Vorschlag, 
die in der Ausstrahlung enthaltenen Impuls- und Energie­
beiträge durch eine besondere Vorrichtung nachträglich zu 
messen, schon deswegen unausführbar, weil die Strahlungs­
felder, die bei den Impulsmessungen am Anfang und Ende 
des Intervalls 7’entstehen, wenigstens in dem für die Feld­
messungen besonders wichtigen Fall L > cT nicht in einem 
für diesen Zweck genügenden Mass von einander trennen 
lassen. Überhaupt werden wir in den folgenden Paragraphen 
ganz allgemein zeigen, dass jeder Versuch einer derartigen 
Kontrolle der Feldwirkungen der Probekörper die Verwer­
tung der betreffenden Feldmessung wesentlich beeinträch­
tigen würde.

Uebrigens ist es nicht nur für die Diskussion des Ver­
haltens der einzelnen Probekörper während der Messungen, 
sondern auch für die Beurteilung der gegenseitigen Beein­
flussung mehrerer Probekörper wesentlich, dass diese nicht 
als Punktladungen, sondern als kontinuierliche Ladungs­
verteilungen behandelt werden. Denn die übliche Identifi­
zierung der Ortsunbestimmtheil eines als Punktladung be­
trachteten Probekörpers mit den linearen Dimensionen des 
Messbereichs bedeutet eine willkürliche, dem Messbarkeits­
problem fremde Annahme. Aus diesem Grunde weichen 
die von Heisenberg einerseits, von Landau und Peierls 
andererseits durch Betrachtung von Punktladungen ab­
geschätzten Ausdrücke für das Produkt der Unsicherheiten 
von und innerhalb desselben Raumzeitbereichs nicht 
nur, wie schon erwähnt, von den Erwartungen des quanten- 

1 Vgl. W. Pauli, Hb. d. Physik, 2. Aull., Bd. 24/1, S. 257, 1933.
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elektromagnetischen Formalismus ab, sondern stimmen nur 
im Spezialfall L cT mit einander überein. In diesem Fall 
ergeben beide Abschätzungen den Ausdruck ()2, welcher 
dem nach dem Formalismus zu erwartenden grössenord­
nungsmässigen Wert des Produkts der komplementären 
Unbestimmtheiten zweier Feldmittelwerte innerhalb Raum­
zeitbereiche, die gegen einander um Raumzeitstrecken der­
selben Grössenordnung wie L und T verschoben sind, ent­
spricht. Für zusammenfallende Bereiche ist es indessen ein 
wesentlicher Zug des Formalismus, dass das betreffende Pro­
dukt identisch verschwindet. Der physikalische Sinn dieses Re­
sultats leuchtet auch sofort ein, sobald man die gleichmässige 
Ladungsverteilung des zur Messung von benutzten Probe­
körpers berücksichtigt; denn die magnetische Feldstärke, 
die in einem Punkt P2 des Volumens V durch die Ver­
schiebung der Ladung qdv eines im Punkt Pt befindlichen 
Volumelements erzeugt wird, ist genau gleich und entgegen­
gesetzt der magnetischen Feldstärke, die infolge der gleichen 
Verschiebung der im Punkt P2 befindlichen Ladung odv 
im Punkte Pt entsteht, sodass der Mittelwert über das Vo­
lumen V jeder durch die Verschiebung des Probekörpers 
erzeugten magnetischen Feldkomponente verschwindet.

Aus dem obigen geht hervor, dass lur die Diskussion 
der Messbarkeit von Feldgrössen die Annahme von ent­
scheidender Bedeutung ist, dass die zu benutzenden Probe­
körper sich als gleichmässig geladene, starre Körper ver­
hallen, deren Impulse innerhalb jedes gegebenen, beliebig 
kurzen Zeitintervalls mit der durch (16) ausgedrückten, zur 
begleitenden unkontrollierbaren Verschiebung komplemen­
tären Genauigkeit gemessen werden können. Natürlich dürfen 
wir dabei wegen der endlichen Fortpflanzung aller Kräfte 
nicht an die gewöhnliche mechanische Idealisation des star- 
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ren Körpers denken, sondern müssen uns jeden Probekörper 
als ein System individueller Teilkörper von genügend kleinen 
Dimensionen vorstellen, und die Messung des Gesamtim­
pulses dieses Systems in solcher Weise ausgeführt denken, 
dass alle Teilkörper mit genügender Annäherung dieselbe 
Verschiebung während der Impulsmessung erleiden. Dass 
diese Forderung, jedenfalls soweit man von dem atomaren 
Aufbau der Probekörper absehen kann, sich ohne prinzi­
pielle Schwierigkeit erfüllen lässt, liegt daran, dass die erfor­
derlichen Impulsmessungen sich vollständig auf klassischer 
Grundlage beschreiben lassen, gleichgültig, ob sie auf der 
Verfolgung eines Stossprozesses zwischen dem Probekörper 
und einem geeigneten materiellen Stosskörper, oder etwa 
auf der Untersuchung des Dopplereffekts bei Reflexion von 
Strahlung am Probekörper beruhen. Wenn nur die Masse 
des Stosskörpers gross genug ist, oder das zur Messung 
des Dopplereffekts benutzte Strahlungsbündel genügend viele 
Lichtquanten enthält, lässt sich nämlich die Wechselwirkung 
zwischen Probekörper und Stosskörper mit beliebiger An­
näherung klassisch verfolgen. Der die Impulsmessung be­
gleitende Verlust der Kenntnis der Lage des Probekörpers 
beruht in der Tat lediglich auf der Unmöglichkeit, zugleich 
den Verlauf des Stossprozesses relativ zu einem wohldeli- 
nierten raumzeitlichen Bezugssystem zu fixieren. Überhaupt 
ist ja die eigentümliche Komplementarität der Beschreibungs­
weise letzten Endes dadurch bedingt, dass jede solche 
Fixierung mit einer unvermeidlichen, prinzipiell unkon­
trollierbaren Impuls- und Energieübertragung an die zur 
Festlegung des Koordinatensystems nötigen Massstäbe und 
Uhren verknüpft ist.1

1 Vgl. N. Bohr, Atomtheorie und Naturbeschreibung, Berlin, Springer, 
1931. Diese Frage ist inzwischen vom Verfasser ausführlicher behandelt
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Wir erinnern daran, dass der bei jeder Beschreibung 
offen bleibende Spielraum in der Zeit dt nach dem Un- 
bestimmtheitsprinzip mit der Genauigkeit dE der Kenntnis 
der beim Stossprozess zwischen Stosskörper und Probekör­
per ausgetauschten Energie durch die bekannte Relation

dEdt co fr (27)

verbunden ist. Wegen der für beide Körper gültigen Bezie­
hung zwischen Energie und Impuls- und Geschwindigkeits­
komponenten

dE = vxdpx (28)
folgt direkt, dass

JPx\Vx~ Vx\dt ™ h- <29)

Obwohl die hier auftretende Geschwindigkeitsänderung 
I v'x — v'x I des Probekörpers bei der Impulsmessung nach 
dem oben Gesagten für einen genügend schweren Probe­
körper als beliebig genau bekannt angesehen werden kann, 
bedeutet offenbar der Faktor

¡Ux~Uxl^í = (30)

in vollem Einklang mit der Unbestimmtheitsrelation (16) 
einen ganz freien Spielraum in der Lage des Körpers relativ 
zum festen Bezugssystem. Aus (30) folgt unmittelbar die 
Bedingung

dx < cdt, (31)

welche mit Rücksicht auf (16) bei einer Impulsmessung 
mit gegebener oberer Grenze dt des Zeitspielraums der zu 
erzielenden Genauigkeit dpx eine absolute Grenze setzt. In 

in einem in Wien gehaltenen, bald erscheinenden Gastvortrag, wo ins­
besondere auf die bei der Deutung des Unbestimmtheitsprinzips unter 
Berücksichtigung der Relativitätsforderung auftretenden Paradoxien näher 
eingegangen wird.
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Anbetracht der relativistischen Invarianz der Relationen (1(5) 
und (27) und insbesondere der Beziehung (28) bedeutet 
dieser Umstand aber keinerlei Einschränkung in der For­
mulierung und Anwendbarkeit des Unbestimmtheitsprinzips. 
Für unser Problem ist es zumal erlaubt, von allen mecha­
nischen Relativitätseffekten abzusehen, denn es ist immer 
möglich, unter Benutzung genügend schwerer Probekörper 
sich so einzurichten, dass die Geschwindigkeiten aller Probe­
körper während des ganzen Messvorgangs klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit bleiben. Infolgedessen können wir jede 
Verschiebung /ix bei den Impulsmessungen sogar als sehr 
klein betrachten gegenüber dem entsprechenden Werl von 
c.//, der seinerseits beliebig klein gewählt werden muss.

Eben die genaue Verfolgbarkeit des relativen raumzeit­
lichen Verlaufs des zur Impulsmessung dienenden Vorgangs 
ermöglicht die Messung des Gesamtimpulses eines ausge­
dehnten Körpers innerhalb jedes gegebenen Zeitintervalles 
mit der erforderlichen, durch (IG) ausgedrückten Genauigkeit. 
So können wir den Gesamtimpuls des als Probekörper dienen­
den Systems von geladenen materiellen Teilkörpern durch 
einen einzigen Stossprozess bestimmen, indem wir uns eines 
Stosskörpers besonderer Konstruktion bedienen, der überall 
im Probekörpersystem eingreift, und jedem Teilkörper zur 
selben Zeil dieselbe Beschleunigung erteilt. Zwar stellt diese 
Vorrichtung der Konstruktion der Stoss- und Probekörper 
weitgehende Anforderungen, die jedoch keine prinzipielle 
Schwierigkeit bieten, soweit wir den atomaren Aufbau der 
Körper vernachlässigen können. Am einfachsten gestaltet 
sich wohl die betrachtete Messung des Gesam lim pulses des 
Probekörpers, wenn man sie auf optischem Wege mittels 
Dopplereffektbestimmung ausführen würde, wobei man etwa 
folgendermassen vorgehen könnte: Man denke sich jeden



Zur Frage der Messbarkeit der elektromagnetischer Feldgrössen. 31

Teilkörper mit einem kleinen, auf die x-Richtung senkrech­
ten Spiegel versehen und denke sich eine Anzahl anderer 
Spiegel in einer solchen Weise fest angebracht, dass der 
Lichtweg von der Strahlungsquelle zu jedem Teilkörper der­
selbe ist. Wenn wir nun durch eine passende Vorrichtung 
ein Strahlungsbündel von der Dauer .!t erzeugen, das eine 
Anzahl von Lichtquanten enthält, die genügend gross ist 
gegenüber der Anzahl der Teilkörper, werden also alle diese 
Körper gleichzeitig einen Stoss bekommen und eine Be­
schleunigung erleiden, die für alle Teilkörper mit beliebiger 
Genauigkeit gleich gross gemacht werden kann.

Um zu zeigen, dass man mit einer solchen Anordnung 
tatsächlich den Gesamtimpuls des Probekörpers mit einer 
der Relation (16) genügenden Genauigkeit bestimmen kann, 
werden wir die Wechselwirkung zwischen Probekörpersystem 
und Strahlungsbündel etwas näher betrachten. Unter Berück­
sichtigung der oben erwähnten Annahme der Kleinheit der 
Geschwindigkeit des Probekörpers gegen die Lichtgeschwin­
digkeit haben wir für jeden Teilkörper

c nT

1 «h «x — <x) = 2? (f' - f") ,
(32)

wo mT die Masse eines Teilkörpers, i/TtX, v”tX seine Geschwin­
digkeit vor und nach der Reflexion bezeichnet, und die 
Summation sich über die am Teilkörper reflektierten nT 
Lichtquanten erstreckt, deren Frequenzen (reziproke Periode 
mal 2n) vor und nach der Reflexion durch v' bzw. v" dar­
gestellt werden. Für die Impulskomponente des betreffenden 
Teilkörpers bzw. vor und nach dem Stoss folgt aus (32)
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Pt,x

tf
pi,X

mTv'T,x =

mTu'^x =
mTc

S (v—v") 
nT_______
S (v + v”)

yj (y + r"),
n

(33)

Wenn wir nun annehmen, dass die mittlere spektrale 
Frequenz v0 des Strahlungsbündels sehr gross ist, sowohl 
gegen die mittlere Abweichung (.//)~l seiner Frequenzver­
teilung, wie gegen alle Frequenzänderungen v —v", so kön­
nen wir mit genügender Annäherung für die Geschwindig­
keitsänderungen der Teilkörper durch den Stoss 

// _  /
X X

(34)

setzen und sie für alle Teilkörper als gleich gross annehmen. 
Durch den Stoss bekommen also alle Teilkörper zwar un­
kontrollierbare, aber beliebig genau gleiche Verschiebungen, 
deren Grössenordnung /Ix der Relation (30) genügt, wo 
|fx—fx| mit der gemeinsamen Geschwindigkeitsänderung 
des ganzen Probekörpersystems zu identifizieren ist. Indem 
wir unseren Voraussetzungen gemäss z/æ als verschwindend 
klein gegenüber c/it betrachten können, erhalten wir daher 
auf Grund von (33) und (34) für das Produkt von /Ix mit 
der Unsicherheit des Gesamtimpulses des Probekörpers 
näherungsweise

/1px/ix^ Jt'J ^hv'— ^hv"\. (35)
\ i nT T nT /

Die in der Klammer stehenden Grössen in (35) sind eben 
die Gesamtenergien der auf den Probekörper einfallenden 
und von diesem reflektierten Strahlungsbündel. Die Energie 
des letzteren Bündels lässt sich, etwa durch Spektralanalyse 
der reflektierten Strahlung, mit beliebiger Genauigkeit nies-
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sen. Für das einfallende Strahlungsbündel wäre aber eine 
solche Analyse mit den Versuchsbedingungen offenbar un­
verträglich. Die Gesamtenergie dieser Strahlung lässt sich 
jedoch immer mit einer zu /it komplementären, durch die 
Relation (27) gegebenen Genauigkeit messen. Hierfür ist 
nämlich eine rein mechanische Vorrichtung hinreichend, 
durch welche das betrachtete Bündel aus einem Strahlungs­
feld abgetrennt wird, dessen Energie vor und nach der 
Trennung mit beliebiger Genauigkeit etwa durch Spektral­
messungen ermittelt werden kann. Die Relation (35) ist 
also identisch mit der üblichen Unbestimmtheitsrelation 
(16). Man bemerke noch, dass der Nachweis dieser Iden­
tität wesentlich dadurch bedingt ist, dass wir der beschrie­
benen Anordnung gemäss keine Auskunft über die Impulse 
der einzelnen Teilkörper, sondern nur über den Gesamt­
impuls des Probekörpers erhalten.

Der Umstand, dass das Probekörpersystem bei den er­
forderlichen Impulsmessungen eine gemeinsame Translation 
erleidet, ist nicht nur wichtig für die Berechnung der diese Mes­
sungen begleitenden Feld Wirkungen der Probekörper, sondern 
gibt uns die Möglichkeit, was in diese Berechnung eine grosse 
Vereinfachung bringt, uns so einzurichten, dass alle bei der 
Feldmessung zu benutzenden Probekörper ausserhalb der 
von den Impulsmessungen beanspruchten kurzen Zeitinter­
valle als ruhend betrachtet werden können. Wir können 
nämlich unmittelbar nach jeder Impulsmessung, d. h. prak­
tisch genommen noch innerhalb des Intervalls z//, dem 
Probekörpersystem durch eine geeignete Vorrichtung einen 
zweiten, entgegengerichteten Stoss geben, durch welchen die 
durch den ersten Stoss erteilte Geschwindigkeitsänderung 
jedes Teilkörpers mit beliebiger, d. h. mit einer seiner Masse 
umgekehrt proportionalen Genauigkeit aufgehoben wird, 

3Vidensk. Selsk. Matli.-fys. Medd.XII.8.
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ohne dass die angestrebte Kenntnis des Gesamtimpulses des 
Probekörpers verloren geht. Dabei ist es aber unmöglich, 
das Zeitintervall zwischen den beiden Slossprozessen mit 
einem geringeren Spielraum als Jt zu kennen, so dass der 
Probekörper, wie es das Unbestimmtheitsprinzip verlangt, 
durch den Gegenstoss keineswegs in seine ursprüngliche 
Lage, sondern in eine unbekannte, grössenordnungsmässig 
um . Ar verschobene Lage, mit der betreffenden Annäherung 
zur Ruhe gebracht wird.

Für die Beurteilung der im nächsten Paragraphen näher 
zu untersuchenden komplementären Begrenzung der Mess­
barkeit von Feldgrössen ist es überhaupt erforderlich, das 
Verhalten der Probekörper während des ganzen Messvor­
gangs möglichst genau zu verfolgen. Dabei zeigt es sich 
zunächst notwendig, die Lage jedes Probekörpers zu jeder 
seiner Benutzung bei der Messung vorangehenden und nach­
folgenden Zeit genau zu kennen. Zweckmässigerweise wird 
dieses dadurch erreicht, dass der Probekörper ausserhalb 
des Zeitintervalles, während dessen der auf ihn vom Feld 
übertragene Impuls zu ermitteln ist, mit einem als räum­
liches Bezugssystem dienenden, starren Gerüst fest verbun­
den bleibt. Am Anfang des betrachteten Intervalles muss diese 
Verbindung aufgelöst und die Komponente des Impulses 
des Probekörpers in der Richtung der zu bestimmenden 
Feldkomponente gemessen werden, wobei wir immer an­
nehmen werden, dass durch einen unmittelbar folgenden 
Gegenstoss der oben besprochenen Art der Körper in eine 
nicht genau voraussagbare Lage mit einer seiner Masse um­
gekehrt proportionalen Annäherung wieder zur Ruhe ge­
bracht wird. Am Ende des Zeitintervalles wird nach erneuter 
Messung der betreffenden Impulskomponente die feste Ver­
bindung wieder hergestellt, wobei es sich als nicht unwe-
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sentlich erweist, den Probekörper in genau dieselbe Lage 
wie ursprünglich zu bringen. Schon diese Vorschriften stellen, 
wenn die raumzeitlichen Mittelwertbereiche genügend scharf 
definiert werden sollen, weitgehende Ansprüche an die ver­
feinerte Konstruktion der Probekörpersysteme. Denn wegen 
der Retardation aller Kräfte ist es streng genommen not­
wendig, dass die Auflösung sowie die Wiederherstellung der 
Verbindung der Probekörpersysleme mit dem festen Gerüst 
für alle ihre unabhängigen Teilkörper, deren lineare Abmes­
sungen mindestens ebenso klein wie der kleinste in Betracht 
kommende Wert von cJt sein müssen, gleichzeitig vor­
genommen wird, d. h. innerhalb des Zeitspielraums <1t der 
Impulsmessung, der seinerseits genügend klein gegenüber 
dem Zeitintervall T gewählt werden muss.

Noch weitergehende Ansprüche an Idealisation in Bezug 
auf die Konstruktion und Handhabung der Probekörpersy­
sleme sind offenbar nötig, wenn es sich um die Messung 
von Feldmittelwerten über zwei sich teilweise überdeckende 
Raumzeitgebiete handelt. In diesem Fall müssen wir ja über 
Probekörper verfügen, die ohne gegenseitige mechanische 
Beeinflussung in einander verschoben werden können. Um 
die zu messenden elektromagnetischen Felder möglichst 
wenig durch die Anwesenheit der Probekörpersysteme zu 
stören, werden wir überdies jedem elektrischen oder mag­
netischen Teilkö’per einen anderen, genau entgegengesetzt 
geladenen Neutralisierungskörper zur Seite gestellt denken. 
Im Falle magnetischer Probekörpersysteme ist zwar zu be­
denken, dass eine gleichmässige Polstärkenverteilung auf 
einem streng abgegrenzten Körper nicht bestehen kann. 
Man kann sich aber, wenigstens im Prinzip, vorstellen, dass 
jeder Teilkörper eines solchen Systems mittels magnetisier­
barer biegsamer Fäden mit dem zugehörigen Neutralisier

3*
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rungskörper verbunden ist. Alle diese Neutralisierungskörper 
sollen während des ganzen Messvorgangs mit dem festen 
Gerüst verbunden bleiben, ohne die freie Beweglichkeit der 
zum eigentlichen Probekörpersystem gehörigen Teilkörper 
mechanisch zu beeinflussen. Die in solchen Voraussetzun­
gen, sowie in den unten einzuführenden Annahmen über 
die noch nötigen Kompensationsmechanismen, enthaltenen 
Idealisationen sind natürlich nur zu verteidigen, soweit wir 
den atomaren Aufbau der Probekörper vernachlässigen kön­
nen. Wie schon erwähnt, bedeutet diese Vernachlässigung 
jedoch keine prinzipielle Einschränkung der Prüfungsmög­
lichkeit des quantenelektromagnetischen Formalismus, da 
in diesem Formalismus keinerlei universellen raumzeitlichen 
Dimensionen auftreten. Der Zweck der vorangehenden Be­
trachtungen war daher auch vor allem, zu zeigen, dass es 
bei den für die Feldmessungen in Frage kommenden, rein 
mechanischen Problemen möglich ist, zwischen den durch 
die atomistische Struktur der Materie bedingten Einschrän­
kungen der Beschaffenheit der Probekörper und den auf 
dem universellen Wirkungsquantum beruhenden, besonders 
im Unbestimmtheitsprinzip formulierten Begrenzungen der 
Handhabung dieser Körper streng zu unterscheiden.

§ 4. Berechnung der Feldwirkungen der Probekörper.
Nach der Untersuchung der physikalischen Voraussetzun­

gen der Beschaffenheit der Probekörper werden wir nun über­
gehen zur genaueren Betrachtung der die Messung von Feld­
grössen begleitenden elektromagnetischen Feldwirkungen 
der Probekörper, die für die Messbarkeitsfrage von ent­
scheidender Bedeutung sind. Gemäss den obigen Ausfüh­
rungen werden wir dabei jeden Probekörper als eine das 



Zux' Frage der Messbarkeit der elektromagnetischen Feldgrössen. 37

räumliche Mittelwertgebiet gleichmässig aulTullende Ladungs­
verteilung behandeln, die während der Impulsmessung eine 
einfache Translation erleidet. Die Berechnung der dadurch 
erzeugten elektromagnetischen Felder werden wir zunächst 
auf Grund der klassischen Elektrodynamik ausführen, und 
erst nachher auf die durch das Wirkungsquantuni bedingte 
Begrenzung der Gültigkeit dieser Behandlung eingehen.

Betrachten wir zwei Baumzeitgebiete I und II, mit Volu­
mina Vj und Vn und Zeitlängen T\ und Tn und fragen wir 
nach dem elektromagnetischen Feld, das in einem Punkt 
(,r2, i/2, z2, /2) des Gebiets II durch eine Messung des Mittel­
werts von über das Gebiet I erzeugt wird. Wir nehmen 
also an, dass sich ursprünglich im Volumen V, zwei elek­
trische Ladungsverteilungen mit den konstanten Dichten 
+ o, und —befinden. Im Intervall von t[ bis er­
fährt die erste Ladungsverteilung eine einfache ungleich­
förmige Translation in der x-Richtung um die Strecke 
im Intervall von bis bleibt sie in Ruhe in der
verschobenen Lage; schliesslich bewegt sie sich innerhalb 
des Zeitintervalls von bis /¡' + Jtv ungleichförmig parallel 
der æ-Achse bis zu ihrer ursprünglichen, mit der Neutrali- 
sierungsverteilung zusammenfallenden Lage zurück. Im Ein­
klang mit der im vorigen Paragraphen besprochenen For­
derung werden wir ferner annehmen, dass z/ij sehr klein 
gegenüber '1\ = — /' ist, und dass nicht nur sehr klein
ist gegen die linearen Abmessungen des räumlichen Mittel­
wertgebiets von Volumen Vp sondern auch klein ist gegen­
über cJtv

Im Grenzfall verschwindend kleiner lassen sich also 
die Quellen des gesuchten Feldes darstellen als eine im Ge­
biet I während des Zeitintervalls von t'{ bis Z" bestehende 
Polarisation in der æ-Richtung von der konstanten Dichte 
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(36)

(37)

(38)

In (38)

(39)di’t
ri .

(40)

„<■>
1 X

den Formeln

ausdrücken. Die Komponenten der durch diese Quellen im 
Raumzeitpunkte (.r2, y2, *2» O erzeugten Felder berechnen 
sich bekanntlich aus

Hf = 0,

wobei wir zur Unterscheidung von den zu messenden Feld­
komponenten lateinische Buchstaben gebrauchen, 
bedeutet y1’ das retardierte skalare Potential 

schreiben können. Mit Hilfe desselben Symbols lässt sich 
ebenfalls die Polarisation pf zu einer beliebigen Zeit l durch 

die Formel

Pf = (»[Df, sowie eine nur in unmittelbarer Nähe der Zeit­

punkte /' und vorhandene Stromdichte, die wir unter 
Benutzung des durch Formel (3) definierten Symbols

L X

und die retardierte Vektorpotentialkomponente

gy(,) '

^1/2 ’ .
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wo r den Abstand der Raumpunkte (xt, ijif zx) und (æ2, z/2. 
darstellt. Bedenkt man, dass der Ausdruck (36) auch in 
der Form t"

■C (4i)

G

geschrieben werden kann, so lassen sich die sich aus (38), 
(39) und (40) ergebenden Feldkomponenten mit Rücksicht 
auf (37) und (41) mittels der durch (2) definierten Abkür­
zungen durch die typischen Formeln

darstellen.
Mit Rücksicht auf die Eigenschaften der symbolischen 

ó-Funktion ist es leicht einzusehen, dass die durch (42) 
gegebenen Feldkomponenten immer endlich bleiben und 
sogar in keinem Raumzeitpunkt (.r2, y2, z2, t2) einen Wert 
von der Grössenordnung überschreiten können. Wie 
schon erwähnt, sind die elektromagnetischen Kräfte, die 
während der Impulsmessung am Probekörper im Zeitinter­
vall Jt auftreten, eben von dieser Grössenordnung (vgl. 
S. 25). Dass die Feldintensitäten in der nachfolgenden Zeit 
nicht wesentlich zunehmen, ist lediglich eine Folge des 
gleich nach der Impulsmessung stattfindenden Gegenstosses, 
wodurch der Körper zur Ruhe gebracht wird, und der in 
den Ansätzen (36) und (37) seinen idealisierten mathe­
matischen Ausdruck findet.

Die uns besonders interessierenden Mittelwerte dieser 
Feldkomponenten über das Gebiet II gehen aus (42) durch 
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einfache Raumzeitintegration hervor, und werden also gemäss
(5) durch die Formeln 

(43)

gegeben.
Auf Grund der schon im § 2 diskutierten Eigenschaften 

der Ausdrücke A und li sehen wir, dass die durch (43) 
gegebenen Feldmittelwerte bei gegebenem Wert von 1)^ wohl­

definierte, stetige Funktionen der Gebiete I und II sind. Bei 
abnehmenden Spielräumen Jt und /ix der Zeitdauer der 
Impulsmessungen und der diese begleitenden, unvoraussag­
baren Verschiebungen, sind also diese Feldmittelwerte vom 
näheren raumzeitlichen Verlauf der Stossprozesse ganz un­
abhängig und einfach der im Messintervall 7’( konstanten 
Verschiebung des Probekörpers proportional. Eben dieser 
Umstand erweist sich, wie wir sehen werden, als entschei­
dend für die Möglichkeit einer weitgehenden Kompensation 
der unkontrollierbaren Feldwirkungen der Probekörper.

Soweit ist die Berechnung der Feldwirkungen auf rein 
klassischer Grundlage ausgeführt worden. Für den genaueren 
Vergleich der Messungsmöglichkeiten mit den Forderungen 
des quantenelektromagnetischen Formalismus ist es aber 
notwendig, noch die Begrenzung zu berücksichtigen, die, in­
folge des durch die Lichtquantenvorstellung symbolisierten, 
quantentheoretischen Zugs jeder Feldwirkung, der klas­
sischen Berechnungsweise auferlegt ist. Um einen Überblick 
über die Verhältnisse zu gewinnen, nehmen wir an, dass 
die betrachteten Mittelwertgebiete grössenordnungsmässig 
gleich sind und räumlich gegen einander verschoben sind 
um Strecken von derselben Grössenordnung wie ihre linearen 
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Abmessungen, die wir mit L bezeichnen, und dass ferner 
die zugehörigen Zeitintervalle von der Grössenordnung T 

kleiner sind als —. Unter diesen Bedingungen kommen in der 

spektralen Zerlegung der Feldwirkungen im wesentlichen 
nur Wellen vor, deren Länge von derselben Grössenordnung 
wie L ist. Da ferner im betrachteten Fall die Intensität des 
durch die Impulsmessung erzeugten Felds grössenordnungs­
mässig gleich qJx, und folglich die im Volumen V enthal­
tene Feldenergie von der Grössenordnung q2Jx2V ist, so wird 
die Anzahl der in Frage kommenden Lichtquanten durch 
den Ausdruck

n cv> p2z/x2V— = 2— (44)
s Tic cT

abgeschätzt, wo Â den durch (20) definierten, für die Mess­
genauigkeit massgebenden Faktor bedeutet. Wir sehen also, 
dass in unserem Fall n immer gross gegenüber der Einheit 
ist, wenn eine Messgenauigkeit verlangt wird, bei der Feld­
stärken gemessen werden können, die kleiner sind als die 
kritische Feldgrösse ().

Je grösser die bei den Feldmessungen angestrebte Ge­
nauigkeit ist, umso verhältnismässig genauer werden offenbar 
die klassisch berechneten Ausdrücke (42) und (43) der be­
trachteten Feld Wirkungen. Es ist indessen wesentlich zu 
bemerken, dass sich die absolute Genauigkeit dieser Aus­
drücke bei wachsendem Wert von n nicht ändert. Der 
statistische Schwankungsbereich der Feldmittelwerte wird 
nämlich in unserem Fall schätzungsweise durch

q. Ix i / hc y Tic 
|/ñ |/ VL L2

gegeben. Dieser allein von den linearen Abmessungen des 
Messgebiets abhängige, immer endlich bleibende Ausdruck 
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für den Schwankungsbereich der Feldwirkungen der Probe­
körper stimmt tatsächlich mit dem für den Fall L > cT aus 
dem Formalismus abgeleiteten Ausdruck (14) für die Grössen­
ordnung der reinen Hohlraumschwankungen überein. Über­
haupt handelt es sich bei obiger Betrachtung nur um ein 
Beispiel der im § 2 angeführten, allgemeinen Beziehung 
zwischen Hohlraumschwankungen und den nur statistisch 
beschreibbaren Abweichungen der Feldmilteiwerte von den 
nach der klassischen Theorie aus der Angabe der Quellen 
berechneten Feldgrössen. Wie schon dort erwähnt wurde, 
sind weiter in dem für die Prüfung des Formalismus be­
sonders wichtigen Falle L > ei' die Hohlraumschwankungen 
immer kleiner als die für die komplementäre Messbarkeit 
von Feldgrössen massgebende Feldstärke (), und zwar umso 
kleiner, je grösser das Verhältnis zwischen L und cT ist. 
Bei dem folgenden Vergleich zwischen Feldmessungen und 
Formalismus werden wir daher immer von den klassisch 
berechneten Ausdrücken (43) ausgehen, und erst nachher 
die Bedeutung der Schwankungserscheinungen für die Wider­
spruchsfreiheit des Formalismus diskutieren.

§ 5. Messung einzelner Feldmittelwerte.
Der Untersuchung der Messungsmöglichkeiten von Feld­

mittelwerten legen wir definitionsgemäss die Gleichung (15) 
zugrunde, welche die klassisch beschriebene Impulsbilanz 
eines im Felde befindlichen Probekörpers ausdrückt. Nach 
den vorangehenden Ausführungen ist dabei jede Feldkom­
ponente, wie als die Überlagerung der von allen Feld­
quellen, einschliesslich der Probekörper selber, herrühren­
den Felder zu betrachten, und der Kern des Messproblems 
ist eben die Frage, in welchem Umfang diese Felder den
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verschiedenen Quellen zugeordnet werden können. Wir 
möchten aber gleich hier betonen, dass die strenge Anwend­
barkeit des klassischen Feldbegriffs für die erwähnte 
Definition der Feld mittelwerte an sich durch die oben be­
rührte begrenzte Gültigkeit der klassischen Beschreibung 
der Feldwirkungen der Probekörper nicht beeinträchtigt 
wird. Ganz abgesehen von der im § 3 diskutierten Frage 
der bei den Impulsmessungen der Probekörper am Anfang 
und Ende des Messintervalls erreichbaren Genauigkeit, dürfte 
die Eindeutigkeit dieser Definition lediglich verlangen, dass 
die Massen der Probekörper genügend gross gewählt werden, 
um jede von ihren Beschleunigungen im Messintervall unter 
Einfluss der elektromagnetischen Felder herrührende Modi­
fikation dieser Felder vernachlässigen zu können. Würde 
man in dieser Vernachlässigung einen Widerspruch er­
blicken zum atomaren Charakter des Impulsaustausches 
zwischen elektromagnetischen Wellenfeldern und materiellen 
Körpern, so muss man bedenken, dass es sich beim be­
trachteten Messproblem keineswegs um die Verfolgung wohl­
definierter Elementarvorgänge im Sinne der Lichtquanten­
vorstellung handelt. Insbesondere wird nach der beschrie­
benen Messanordnung ein unkontrollierbarer Impulsbeitrag 
vom festen Gerüst, woran jeder Probekörper vor und nach 
dem Messintervall gebunden ist, aufgenommen. Im Grenz­
fall einer klassisch beschreibbaren Wechselwirkung zwischen 
einem elektromagnetischen Wellenzug und einem genügend 
schweren, geladenen Körper würde ja die zuletzt erwähnte 
Impulsübertragung den im Messintervall vom Probekörper 
aufgenommenen Impuls offenbar genau kompensieren.

Als Vorbereitung zur allgemeinen Diskussion des Mess­
problems betrachten wir zunächst eine einzelne Feldmes­
sung und fragen, wie im § 3, nach dem Mittelwert von ©x
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in einem bestimmten Raumzeitgebiet, das wir entsprechend 
den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen mit I kenn­
zeichnen. Nach der Grundgleichung (15) bekommen wir 
also für die Impulsbilanz des Probekörpers

(«>

wo @n> den Anteil des Mittelwerts von CS' darstellt, der im X
betrachteten Raumzeitgebiet I vorhanden wäre, wenn keine 
Impulsmessung zur Zeit t' am Probekörper vorgenommen 
wäre, während den Anteil des Feldmittelwerts bedeutet, 
der von dieser Messung stammt und dessen klassisch ab­
geschätzter Ausdruck durch (43) gegeben wird, wenn die 
Gebiete I und II gleichgesetzt werden.

Nach den Ausführungen von § 3 lässt sich die in (45) 
auftretende Summe der Feldmittelwerte und Fæ’1’ durch 

die Wahl eines genügend grossen Werts von mit be­
liebiger Genauigkeit bestimmen. Je grösser aber üj gewählt 
wird, umso grösser wird der unkontrollierbare Wert von 
Ëx'X\ und der durch die bisher beschriebene, einfache Mess­

anordnung erreichbaren Genauigkeit der Bestimmung von 
®(I), welche nach (45) durch

/n(I)
<46> 

s I v 111

gegeben ist, wird daher eine Grenze gesetzt. Mit Rücksicht 
auf die Relation (16) und auf den Umstand, dass die in 
(43) auftretende Grösse Dxl) nur mit dem Spielraum /1x\ 

voraussagbar ist, erhallen wir nämlich aus (46) für 
den Ausdruck 

1 ^xx (47)
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dessen Minimalwert offenbar 

beträgt, und im Fall L, > cl\ eben gleich der kritischen 
Grösse Q, ist. Freilich ist (48), wenn Ll gross gegen­
über c'l\ ist, wesentlich kleiner als der von Landau und 
Peierls als absolute Grenze der Messbarkeit von Feld­
grössen angegebene Ausdruck (24); wäre aber (48) als eine 
unvermeidliche Grenze der Messgenauigkeit anzusehen, so 
kämen wir dennoch zu der mit der Auffassung der ge­
nannten Verfasser übereinstimmenden Schlussfolgerung, dass 
der quantenelektromagnetische Formalismus keine Prüfung 
im eigentlichen Quantengebiet zuliesse, und dass der gan­
zen Feldtheorie also nur im klassischen Grenzfall eine 
physikalische Realität zukäme.

Diese Schlussfolgerung lässt sich jedoch nicht auf­
rechterhalten, denn der Umstand, dass in E%,r) nach (43) 

der Faktor der unvoraussagbaren Verschiebung eine 
wohldefinierte, allein von den geometrischen’Verhältnissen 
abhängige Grösse ist, erlaubt uns, bei den Messungen uns 
so einzurichten, dass die Wirkung des Feldes E(J\ bis 

auf die unvermeidlichen Feldschwankungen, völlig kompen­
siert wird. Dies wird durch eine Messanordnung erreicht, 
bei welcher der Probekörper auch nicht im Messintervall 
7’[ frei beweglich ist, sondern mit dem festen Gerüst durch 
einen Federmechanismus verbunden bleibt, dessen Span­
nung zu /)æI) proportional ist. Wird die durch diesen Me­

chanismus in der æ-Richtung auf den Probekörper aus­
geübte Kraft gleich — FXI)(̂  angesetzt, so wird offenbar der 

ganze vom Feld auf diesen Körper übertragene Impuls 
durch die Feder völlig aufgehoben, wenn die Spannkraft
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F,= (49)

gewählt wird. Dies gilt jedenfalls, wenn der Probekörper 
so schwer ist, dass seine Schwingungsperiode unter dem 
Einfluss der Feder gross gegen 7’( und somit seine Ver­
schiebung innerhalb der Zeit 7’, durch die Federspannung 
klein gegen ist. Ferner lässt sich die Wirkung der 
Feder, die streng genommen nur im asymptotischen Grenz­
fall klassisch beschreibbar ist, mit umso grösserer Nähe­
rung auf Grund der klassischen Mechanik berechnen, je 
grösser die Masse des Probekörpers ist. Abgesehen von den 
Einschränkungen, die durch die atomistische Struktur aller 
Körper bedingt sind, dürften gegen eine solche Kompensa­
tionsvorrichtung keine prinzipiellen Einwände bestehen. 
Erstens werden durch die Benutzung einer mechanischen 
Feder alle elektromagnetischen Felder vermieden, die von 
den zu messenden Feldern untrennbar wären. Zweitens 
kann man, wenn die Länge der Feder genügend klein, d. h. 
klein gegenüber cl\ ist, offenbar von allen Retardations­
effekten absehen. Wenn das Probekörpersystem genügend 
schwer ist, so ist es dabei gleichgültig, ob die Feder nur 
auf einen Teilkörper wirkt, oder ob man ein Federsystem 
verwendet, das an jedem Teilkörper gleichmässig angreift.

Wir sehen also, dass die Deutbarkeit einer einzelnen 
Feldmessung allein durch die Grenze beschränkt ist, die 
der klassischen Beschreibung der Feldwirkungen des Probe­
körpers gesetzt ist. Diese Begrenzung, die von umso klei­
nerer Bedeutung ist, je grösser Lr ist gegenüber cl\, hat 
jedoch auch im Falle Lq < c'I\ keinerlei Einschränkung 
der Prüfbarkeit der Folgerungen des quantenelektromag­
netischen Formalismus zur Folge. Bei der Beurteilung 
dieser Frage müssen wir scharf unterscheiden zwischen 
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der Prüfung von theoretischen Erwartungen, welche auf 
Feldmessungen beruhende Angaben über elektrische oder 
magnetische Kräfte voraussetzen, und von solchen, die sich 
auf eine auf anderer Grundlage gewonnene Kenntnis des 
Zustandes des betrachteten Felds beziehen. Was die ersteren 
Erwartungen betrifft, so erfordert ihre Prüfung selbstver­
ständlich eine nähere Untersuchung der gegenseitigen Be­
ziehungen mehrerer Feldmessungen; hier kann es sich also 
zunächst nur um die Prüfung von Erwartungen der letzeren 
Art handeln.

Es ist nun, wie im § 2 erwähnt, ein Hauptergebnis der 
Quantentheorie der Felder, dass alle Erwartungen über 
Feldmittelwerte, die nicht auf eigentlichen Feldmessungen, 
sondern auf der Lichtquantenzusammensetzung des zu 
untersuchenden Feldes oder auf der Kenntnis klassisch 
beschriebener Feldquellen beruhen, wesentlich statistischer 
Natur sein müssen. Die dortige nähere Ausführung zeigt 
ferner, dass die Einbeziehung der Schwankungen der Feld­
wirkungen der Probekörper um ihre klassisch abgeschätzten 
Werte keinerlei Änderung dieser statistischen Erwartungen 
mit sich bringt. Ohne weitere Korrektion bieten sich also 
die mittels der beschriebenen Versuchsanordnung erzielten 
Messergebnisse für die Prüfung der theoretischen Aussagen 
als die gesuchten Feldmittelwerte dar. Eine solche Auffas­
sung der Messergebnisse, deren allgemeine Berechtigung 
wir im Folgenden näher untersuchen werden, ist auch da­
durch nahegelegt, dass es sich bei allen Messungen von 
physikalischen Grössen definitionsmässig um die Anwendung 
klassischer Vorstellungen handeln muss, und dass also bei 
Feldmessungen jede Rücksichtnahme auf die Begrenzung 
der strengen Anwendbarkeit der klassischen Elektrodynamik 
im Widerspruch mit dem Messbegriff selber stehen würde.
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Obwohl somit bei den Feldmessungen, wie schon in 
der Einleitung betont, der Messbegriff mit noch grösserer 
Vorsicht anzuwenden ist als bei den üblichen quanten­
mechanischen Messproblemen, weist die geschilderte Situa­
tion jedoch in bezug auf die Untrennbarkeit zwischen 
Phänomen und Messvorgang eine weitgehende Analogie zu 
diesen Problemen auf. Schon bei einer Orts- oder Impuls­
messung des Elektrons eines Wasserstoffatoms von gegebe­
nem stationären Zustand kann man ja mit gewissem Recht 
behaupten, dass das Messergebnis erst durch die Messung 
selber geschaffen wird. Wohl ist hier keine Rede von einer 
Begrenzung der Deutbarkeit der Messergebnisse auf Grund 
der klassischen Mechanik, sondern nur von einem Ver­
zicht auf jede Kontrolle der Beeinflussung des Zustandes 
des Atoms durch den Messvorgang. Bei den Feldmessungen 
entspricht dieser für die Widerspruchsfreiheit wesentliche, 
komplementäre Zug der Beschreibung dem Umstand, dass 
die Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung des Feldes 
durch die Feld Wirkungen der Probekörper verloren geht, 
und zwar gemäss (44) in umso grösserem Mass, je grösser 
die bei der Messung angestrebte Genauigkeit ist. Ausser­
dem ergibt sich aus der folgenden Diskussion, dass jeder 
Versuch, die Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung 
des Feldes durch eine nachträgliche Messung mittels irgend 
einer geeigneten Vorrichtung wiederherzustellen, zugleich 
jede weitere Verwertung der betreffenden Feldmessung ver­
hindern würde.

Dass beim Nachweis der Übereinstimmung zwischen 
der Prüfbarkeit der Folgerungen des quantenelektromagne­
tischen Formalismus mittels einer einzelnen Feldmessung 
und der Deutbarkeit einer solchen Messung auf Grund der 
klassischen Elektrodynamik die reinen Hohlraumschwan-
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kungen als gemeinsame Begrenzung auftreten, bedeutet je­
doch keineswegs, dass diese Schwankungen jeder Verwer­
tung von Feldmessungen eine absolute Grenze setzen. In 
der Tat besteht eine derartige allgemeine Einschränkung 
weder für die Folgerungen des Formalismus betreffend 
Beziehungen zwischen Mittelwerten einer Feldkomponente 
über verschiedene Bereiche noch für die Prüfung solcher 
Beziehungen durch direkte Feldmessungen. Dies wird aus 
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen hervorgehen, 
und es wird sich insbesondere zeigen, dass die für die 
Diskussion der Widerspruchsfreiheit der üblichen Quanten­
mechanik wesentliche Forderung der Wiederholbarkeit von 
Messungen kinematischer und dynamischer Grössen bei 
den Feldmessungen ihr sinngemässes Analogon besitzt.

§ 6. Messbarkeit zweier Mittelwerte einer Feldkomponente.
Bei der Untersuchung der Messbarkeit zweier Feld­

grössen ist es zweckmässig, mit der Messung der Mittel­
werte einer und derselben Feldkomponente über zwei ver­
schiedene Gebiete I und II anzufangen. Indem wir, wie 
oben, die Feldkomponente betrachten, und zunächst von 
der Begrenzung der klassischen Beschreibbarkeit der Feld­
wirkungen der Probekörper absehen, haben wir also in 
diesem Fall für die Impulsbilanz der beiden Probekörper 
anstatt (45):

wo durch den Ausdruck (43) definiert ist, und ËæH,I) 

sich aus diesem Ausdruck durch einfache Vertauschung 
der Indizes I und II ergibt.

Vidensk Selsk. Math.-fys.Medd.XII.S. 4
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Das Auftreten der Ausdrücke E^’ï} und Ëæn,II) in den 

Gleichungen (50) hat nach den Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen zur Folge, dass jeder der gesuchten Feldmittel­
werte und (S*.11* mittels einer einfachen Messanordnung 

nur mit einer durch (48) gegebenen beschränkten Genauig­
keit bestimmt werden kann. Es ist also von vornherein 
einleuchtend, dass ein Kompensationsverfahren unvermeid­
lich ist, und zur vorläufigen Orientierung über das hier 
betrachtete, mehr verwickelte Messproblem werden wir des­
halb zunächst eine Messanordnung heranziehen, in welcher 
die Rückwirkungen un(^ Cii^ii^ii ^x 1 H> (^urc^

zwei auf die Probekörper I und II wirkende Federn, deren 
Spannkräfte durch (49) und einen analogen Ausdruck ge­
geben sind, aufgehoben werden.

Aus den Gleichungen (50), unter Auslassung von È^’1 

und Êæn il), ergibt sich gemäss (16) und (43) für die Unsicher­

heiten der beiden Feldmessungen bei dieser Messanordnung, 
wenn man noch berücksichtigt, dass die in und E(Jl'l) 

auftretenden Verschiebungen I)^ und I)^i} der Probekörper 

von einander völlig unabhängig und nur mit den Spiel­
räumen z/.Tj bzw. Jxn bekannt sind:

h
(>J /.X’j I , 7 J 'Gl

(51)

Durch passende Wahl der Werte von Ojz/Xj und 
lässt sich offenbar jede der Grössen einzeln
beliebig herabsetzen, jedoch nur auf Kosten einer Zunahme 
deranderen. Für das Produkt der beiden Grössen bekommen 
wir ja nach (51) den Minimalwert
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» [|Á¿",| + |A",J)|]. (52)

Trotz der grossen Aehnlichkeit der Relation (52) mit den 
von dem Formalismus geforderten Unsicherheitsrelationen 
(8) besteht jedoch ein prinzipieller Unterschied darin, dass 
in den letzteren nicht die Summe der Beträge der Grössen 
Ä^n) und sondern ihre algebraische Differenz auf­
tritt. Zwar stimmen (8) und (52) im allgemeinen grössen­
ordnungsmässig mit einander überein, wenn die Gebiete I 
und II räumlich und zeitlich um Strecken der Grössen­
ordnung L und T gegen einander verschoben sind, wo sie 
beide den Abschätzungswert ()2 ergeben. Die in der Un­
bestimmtheitsrelation (8) auftretende Differenz bewirkt aber, 
wie im § 2 erwähnt, dass das Produkt der komplementären 
Unsicherheiten in wichtigen Fällen identisch verschwindet, 
obwohl die Grössen und Âæj’T) einzeln von Null ver­

schieden bleiben. Dies trifft zum Beispiel zu, wenn die 
zeitlichen Mittelwertsintervalle und 7’n zusammenfallen, 
und insbesondere wenn die Mittelwertbereiche I und II 
sich ganz überdecken. Im letzteren Fall würde sogar die 
durch (52) gegebene Grenze der Messbarkeit zweier Feld­
mittelwerte in schroffem Widerspruch stehen mit dem Re­
sultat der obigen Diskussion der Messung eines einzelnen 
Feldmittelwerts. Ueberhaupl stimmen die Ausdrücke (52) und 
(8) nur dann genau überein, wenn mindestens eine der Grössen 
ÂæxH) °der ^Lx 0 verschwindet, was im allgemeinen erfordert, 

dass einer der in den Integralen (5) als Argumente der d- 

Funktion auftretenden Ausdrücke t, — — — oder t2— t,-----
c c

für jedes Punktepaar (xlt zlt Q und (x2, y2, z2, t2) 
der Gebiete I und II von Null verschieden bleibt.

Abgesehen vom letzterwähnten Fall, wo zwischen den bei­
den Feldmittelwerten keine, oder jedenfalls nur eine einseitige 

4’
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Korrelation besteht, verlangt also der Nachweis der Ueber- 
einstimmung zwischen Messbarkeit und quanteneleklromag- 
netischem Formalismus eine verfeinerte Messanordnung, wo 
die unkontrollierbaren Effekte in grösserem Masse kompen­
siert werden können. Zwar tritt hier, im Vergleich mit dem 
schon für die Messung einer Feldgrösse nötigen Kompensa­
tionsverfahren, die weitere Komplikation auf, dass die Ver­
schiebungen beider Probekörper nicht nur unbekannt bleiben 
müssen, sondern auch von einander völlig unabhängig sind. 
Dieser Umstand bedeutet aber keine prinzipielle Schwierig­
keit, nur wird ein etwas komplizierteres Verfahren notwen­
dig, um auch den Einfluss der relativen Verschiebung der 
Probekörper auf die Feldmessungen möglichst zu kompensie­
ren. Zu diesem Zweck wählen wir uns aus den Probekörper- 
syslemen I und II je einen Teilkörper und en, für die der 
Ausdruck r—c (t\—12) für zwei innerhalb der Zeitintervalle 1\ 
bzw. Tn liegende Zeitpunkte und /¡j Null wird. Wäre eine 
solche Wahl nicht möglich, so wäre ja nach dem oben 
Gesagten die Uebereinstimmung zwischen Messbarkeit und 
Formalismus schon ohne weitere Kompensation erreicht. 
Zur Herstellung der notwendigen Korrelation zwischen den 
Probekörpern könnte man zunächst an eine Feder denken, 
welche die Körper éj und direkt mit einander verbin­
den sollte; dabei käme man jedoch wegen der Retardation 
der Kräfte in Schwierigkeiten. Es ist aber möglich, mit 
einer kurzen, d. h. gegen cT kleinen Feder auszukommen, 
indem man zum zweiten Probekörpersystem einen neu­
tralen Teilkörper éIH hinzufügt, der sich in der unmittelbaren 
Nähe des zum ersten System gehörigen Teilkörpers «j be­
findet, und mit diesem durch eine Feder verbunden ist.

Wie alle Teilkörper der beiden Probekörpersysteme soll

1
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zunächst der Körper £in an das feste Gerüst gebunden 
sein. Zur Zeit soll nun nach Auflösung dieser Ver­
bindung sein Impuls mit derselben Genauigkeit, wie der­
jenige des Probekörpersystems II gemessen werden. Dadurch 
erleidet er eine unbekannte Verschiebung Dæ,l) in der 

x-Richtung, die von derselben Grössenordnung wie Jxu ist. 
Wird nun die Spannkraft der zwischen éni und ange­
brachten Feder gleich Vn7’n + °) gewählt,

so wird im Zeitintervalle 1\ von em auf Sj der Impuls

p =£<?!?„ (53) 

übertragen, während ein im selben Zeitintervall die Impuls­
änderung — P erleidet. Zur Zeit /” wird wieder der Impuls 
von fni mit derselben Genauigkeit gemessen. Vor dieser 
Messung, und zwar zur Zeit /*[ soll aber ein kurzes Licht­
signal von in nach £nI gesandt werden, durch welches 
mittels einer geeigneten Vorrichtung die relative Verschie­
bung 7)æHI)— 7/"’ dieser Körper mit beliebiger Genauigkeit 

gemessen werden kann. Bei der Aussendung, bzw. beim 
Empfang des Signals erleiden beide Körper Impulsände­
rungen, die zwar völlig unbekannt bleiben, sich aber in 
der Summe der an den Körpern gemessenen Impulsdif­
ferenzen gegenseitig genau aufheben.

Für die Impulsbilanz der beiden Probekörpersysteme 
während der Messung haben wir also, wenn wir den Körper 
£jn zum System II mitrechnen,

(54)
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Unter Berücksichtigung von (43) und (53) lassen sich diese
Formeln in die Gestalt

bringen.
Die letzten Glieder in den geschweiften Klammern von 

(55) sind den unbekannten Verschiebungen der Probekör­
per I und II proportional und können also, genau wie die 
einfachen Rückwirkungen jedes Probekörpers auf sich selbst, 
durch geeignete Federverbindungen mit dem festen Gerüst 
aufgehoben werden. Dies läuft einfach darauf hinaus, dass 
der durch (49) gegebene Ausdruck der Spannkraft der auf 
den Körper I wirkenden Feder durch

zu ersetzen ist, und dass die Spannkraft der Feder zwischen 
dem Gerüst und dem Körper II analog zu ändern ist. Weiter 
sind die zur relativen Verschiebung /Yæ11’ — proportio­

nalen Glieder bei der beschriebenen Messanordnung mit 
beliebiger Genauigkeit bekannt und lassen sich daher bei 
den Feldmessungen einfach in Rechnung ziehen. Übrigens 
könnte man durch eine etwas Kompliziertere Vorrichtung 
sogar erreichen, dass die Differenz //HI)— verschwill-
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det, indem man, analog der im § 3 beschriebenen Anordnung 
für die Messung des Gesamtimpulses eines Probekörper­
systems, zur Bestimmung von p^’ + pæ10 ein und dasselbe 

Strahlungsbündel benutzt und mittels passend angebrachter 
fester Spiegel die Lichtwege so regelt, dass die Reflexionen 
am Körper und an allen Teilkörpern des Systems II
bei der ersten Impulsmessung zu den Zeiten bzw. t'n 
und bei der zweiten Impulsmessung zu den Zeiten t” bzw. 
erfolgen.

Durch alle diese Vorrichtungen, deren beträchtliche 
Komplikation im Wesen der Sache liegt, indem sie allein 
durch die endliche Fortpflanzung aller Feldwirkungen be­
dingt ist, haben wir nun wirklich den am Anfang dieses 
Paragraphen beschriebenen scheinbaren Gegensatz zwischen 
den Bestimmungen eines und zweier Mittelwerte einer 
Feldkomponente zum Verschwinden gebracht. Aus (55) 
bekommen wir jetzt nämlich für die Unbestimmtheiten von 

und @¿U) anstatt (51)

h I rd-11)— jdi.oI XX 21XX
/©(l) oo 

X

Ti
9 /æ, V, 7 j I 7(H.I)I ™XX ^xx

(57)

woraus sich für den Minimalwert des Produkts der Un­
sicherheiten 

7d,n)_ rdi.D
“ XX Axx (58)

direkt ergibt, im Einklang mit der durch (8) ausgedrückten 
Folgerung der Quantentheorie der Felder.

Um die völlige Übereinstimmung zwischen der Mess­
barkeit der Mittelwerte einer Feldkomponente über zwei 
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Raumzeitgebiete und den Forderungen des quantenelektro­
magnetischen Formalismus nachzuweisen, müssen wir jedoch 
etwas näher auf die Frage eingehen, inwiefern die be­
nutzte Annahme der klassischen Beschreibbarkeit der Feld­
wirkungen der Probekörper die Prüfungsmöglichkeiten der 
theoretischen Erwartungen beeinträchtigt. Eben bei der 
Messung mehrerer Feldmittelwerle könnte man nämlich, 
wie schon berührt, von vornherein denken, dass die Ver­
nachlässigung der klassisch unverfolgbaren, von den reinen 
Hohlraumschwankungen untrennbaren Schwankungen aller 
Feldwirkungen der Probekörper in dieser Hinsicht einen 
wesentlichen Verzicht bedeute. Solange es sich um Mittel­
wertsgebiete handelt, die gegen einander räumlich und zeit­
lich um Strecken von derselben Grössenordnung wie ihre 
linearen Abmessungen L und zugehörigen Zeitintervalle T 
verschoben sind, ist allerdings in dem wichtigen Fall, wo 
L gross gegenüber cT ist, die in Frage stehende Vernach­
lässigung von geringer Bedeutung. Wenn jedoch L grössen­
ordnungsmässig gleich oder kleiner als cT ist, so sind, wie 
in § 2 erwähnt, die Hohlraumschwankungen eben von der­
selben Grössenordnung wie die für zwei derart verschobene 
Gebiete mittels der Unbestimmtheitsrelationen definierte 
kritische Feldstärke U, die als die Grenze der klassischen 
Feldbeschreibung anzusehen ist. Besonders aber für zwei 
fast zusammenfallende Gebiete, wo das durch (8) gegebene 
Produkt der komplementären Unsicherheiten der Feld­
mittelwerte unabhängig vom Verhältnis zwischen L und 
cT gegen Null strebt, und somit die kritische Feldstärke U 
im Vergleich mit den Hohlraumschwankungen beliebig klein 
sein kann, könnte die erwähnte Vernachlässigung noch 
bedenklicher vorkommen und scheinbar einen völligen Ver­
zicht auf die Wiederholbarkeit der Feldmessungen bedeuten.
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Eine nähere Betrachtung zeigt indessen, dass wir eine 
widerspruchsfreie Deutung aller Folgerungen der Quanten­
theorie der Felder erreichen, wenn wir in zwangläufiger 
Verallgemeinerung des Messbegriffs die mittels der beschrie­
benen Anordnung erhaltenen Messergebnisse als die ge­
suchten Feldmittelwerte auffassen. Die in den Feldwirkungen 
sämtlicherProbekörper einbegriffenen, klassisch unbeschreib­
baren Schwankungen lassen sich nämlich gar nicht trennen 
von den prinzipiell statistischen Zügen jeder theoretischen 
Aussage, deren Voraussetzungen sich nicht auf eigentliche 
Feldmessungen beziehen. Ohne das gestellte Messproblem 
in irgendwelcher Weise einzuschränken, können wir daher 
die betrachteten Schwankungen immer als integrierenden 
Bestandteil des zu messenden Feldes ansehen. Die Ver­
hältnisse bei mehreren Feldmessungen weichen in dieser 
Hinsicht nur insofern von den bei der Messung eines 
einzigen Feldmittelwertes vorliegenden ab, als der Feldzu­
stand, mit dem wir im allgemeinen Fall bei jeder einzel­
nen Messung zu tun haben, durch das Resultat der anderen 
Feldmessungen mitbestimmt wird.

Mit Hinblick auf die geschilderte Sachlage dürfte es 
jedoch nicht überflüssig sein, darauf hinzuweisen, dass wir 
bei der Korrelation mehrerer Feldmessungen mit einem 
dem üblichen Messproblem der nichtrelativistischen Quanten­
mechanik fremden Zug der allgemeinen Komplementarität 
der Beschreibung zu tun haben. Die grundsätzliche Verein­
fachung, der wir in letzterer Theorie begegnen, liegt ja eben 
in der dort gemachten Trennung zwischen Raumkoordina- 
lion und Zeitverlauf, welche es ermöglicht, alle Messvor­
gänge in eine einfache zeitliche Reihenfolge zu ordnen. Bei 
der Messung zweier Feldmittelwerte dagegen ist es nur dann 
möglich, von einer solchen Reihenfolge der Messvorgänge 
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zu sprechen, wenn die zugehörigen Zeitintervalle ganz aus­
einanderliegen. Im allgemeinen wird auch, wie es dem 
Formalismus entspricht, die Korrelation der beiden Mes­
sungen eine gegenseitige sein; und nur wenn eine der 
Grössen r — c(tt —t2) und r — c(t2 — G) für alle Punkte­
paare der Gebiete I und II von Null verschieden bleibt, 
begegnen wir ähnlichen Verhältnissen, wie heim gewöhn­
lichen Messproblem der Atommechanik, indem das Ergebnis 
der einen Feldmessung sich dann einfach mitrechnen lässt 
zu den Voraussetzungen der durch die andere Messung zu 
prüfenden Erwartungen.

Ein lehrreiches Beispiel einer engen gegenseitigen Korrela­
tion treffen wir eben bei Messungen der Mittelwerte einer 
Feldkomponente über zwei beinahe zusammenfallende Raum­
zeitgebiete. Entsprechend der Forderung der Wiederholbar­
keit der Messergebnisse verlangt hier die Theorie, dass 
beide Messungen mit beliebiger Annäherung dasselbe Re­
sultat ergeben sollen, ganz unabhängig von den durch die 
Voraussetzungen bedingten statistischen Aussagen über die 
Werte der zu messenden Feldgrössen. Dass diese Forderung 
bei unserer Versuchsanordnung auch wirklich erfüllt ist, 
folgt daraus, dass wir in diesem Fall mit zwei Probekörper­
systemen zu tun haben, die fast denselben Raumbereich 
einnehmen und fast im seihen Zeitintervall benutzt werden. 
Definilionsgemäss werden sie also fast demselben Feld aus­
gesetzt, ganz gleichgültig, aus welchen Quellen dieses Feld 
stammt, und welcher Beitrag von dem einen oder andern 
Probekörper herrührt.

Aus der letzten Bemerkung folgt eigentlich, dass wir 
bei zusammenfallenden Mittelwertgebieten schon ohne jede 
Kompensation genau übereinstimmende Resultate der bei­
den Messungen bekommen würden. Wegen der Feldwir-
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kungen der Probekörper würden aber die so gewonnenen 
Messresultate umso mehr von den zu prüfenden theore­
tischen Erwartungen in unvoraussagbarer Weise abweichen, 
je grösser die angestrebte Messgenauigkeit ist. Durch den für 
einzelne Feldmessungen geeigneten Koinpensationsmecha- 
nismus, den wir am Anfang dieses Paragraphen unver­
ändert beibehalten hatten, werden diese Abweichungen zwar 
im allgemeinen herabgesetzt, aber jede strenge Korrelation der 
Messergebnisse wird zugleich durch die den unabhängigen 
Verschiebungen der Probekörper proportionalen Federwir­
kungen verhindert. Bei der für zwei Feldmessungen schliess­
lich angenommenen Anordnung, bei welcher alle wohldefi­
nierten Unterschiede zwischen Messergebnissen und theo­
retischen Erwartungen kompensiert werden, wird auch eine 
solche Korrelation eben für zusammenfallende Gebiete 
wiederhergestellt. Denn, ganz unabhängig vom Grössen­
verhältnis der unkontrollierbaren Verschiebungen der Probe­
körper, sind, wie man leicht sieht, die durch die Gesamt­
wirkung aller Federn auf jeden Probekörper übertragenen 
Impulse, durch die entsprechenden Ladungsdichten dividiert, 
in diesem Fall genau dieselben.

Was die Widerspruchsfreiheit der Beschreibung betrifft, 
möchten wir noch bemerken, dass jeder Versuch, die durch 
eine Feldmessung verursachte Änderung des Lichtquanten­
zustands des Feldes durch die Untersuchung der Strahlung 
des Probekörpers zu kontrollieren, wie schon mehrmals 
erwähnt, die Möglichkeit ausschliessen würde, das Mess­
ergebnis für einen Vergleich mit einer zweiten Feldmes­
sung zu verwerten. Damit nämlich von einer solchen Ver­
wertung überhaupt die Rede sein kann, muss es Punkte­
paare aus den Gebieten I bzw. II geben, für welche einer 
der Ausdrücke r—c (/t—/2) oder i—c ( L,— verschwin-
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det. Dies hat aber zur Folge, dass die Strahlungsfelder, 
die durch die Probekörper I und II während der Feldmes­
sungen erzeugt werden, nicht auf ihrem Wege von dem 
einen zum andern Probekörper aufgefangen und analysiert 
werden können, ohne zugleich die durch diese Körper zu 
messenden Felder wesentlich zu beeinflussen. Erst nach 
Beendigung aller Feldmessungen, wo ihre direkte Verwertung 
nicht mehr in Betracht kommt, kann man eine beliebig 
genaue Analyse des Lichtquantenzustands des Gesamtfeldes 
ohne Beeinträchtigung des gestellten Messproblems vor­
nehmen.

§ 7. Messbarkeit zweier Mittelwerte verschiedener 
Feldkomponenten.

Was die Messungen von Mittelwerten verschiedener 
Feldkomponenten betrifft, so erfordert nur der Fall senk­
rechter, gleichartiger oder ungleichartiger, Komponenten 
eine nähere Untersuchung, denn die vom quantenelektro­
magnetischen Formalismus verlangte völlige Vertauschbar- 
keit und unabhängige Messbarkeit von Mittelwerten paral­
leler ungleichartiger Komponenten findet gemäss (42) ihre 
unmittelbare Deutung im identischen Verschwinden der 
Komponente H(% des durch die Messung von fêæ1 erzeugten 

Feldes. Übrigens lässt auf Grund der Gleichungen (43) die 
Messung von Mittelwerten senkrechter Feldkomponenten 
eine dem im vorigen Paragraphen beschriebenen Verfahren 
analoge Behandlungsweise zu.

Betrachten wir die Messung des Mittelwerts von 
über das Gebiet I und des Mittelwerts von &y oder $y 
über das Gebiet II. Wenn wir zunächst eine Messanord­
nung heranziehen, wobei die Feldwirkungen jedes Probe­
körpers auf sich selbst während der Messung in der im 
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§ 5 beschriebenen Weise kompensiert werden, so bekom­
men wir für die Impulsbilanz der beiden zu benutzenden 
Probekörper Gleichungen vom folgenden Typus:

Je nachdem es sich um die Messung gleichartiger oder un­
gleichartiger Komponenten handelt, vertritt dabei der Buch­
stabe die übliche Bezeichnung der Feld komponenten 
oder während C anstatt der in (43) auftretenden Sym­
bole A oder li geschrieben ist; weiter stellt die Bezeich­
nung c/jj die Ladungsdichte bzw. Polstärkenverteilung des 
Probekörpers II dar.

In einer zur Herleitung von (52) analogen Weise ergibt 
sich aus (59) die Relation

^gæz/s;,'1’ ~ , (so)

welche, wie (52), nicht allgemein, sondern nur in gewissen 
Fällen eine Übereinstimmung zwischen Messbarkeit und 
quantenelektromagnetischem Formalismus darstellt. Von sol­
chen Fällen möchten wir die Messung ungleichartiger senk­
rechter Feld komponenten innerhalb desselben Raumbereichs 
besonders erwähnen, bei welcher, wie im §2 hervorgehoben, 
beide Ausdrücke und Null sind. Die Richtigkeit 
der Deutung dieser Tatsache als beliebig genaue unabhän­
gige Messbarkeit der betreffenden Feldgrössen wurde be­
reits im § 3 für zusammenfallende Raumzeitgebiete durch 
eine elementare Betrachtung nahegelegt.

Zur allgemeinen Behandlung des Messbarkeitsproblems
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senkrechter Feldkomponenten wählen wir, wie im vorigen 
Paragraphen, zwei Teilkörper und der Probekörper- 
systeme I bzw. II, deren Abstand r = —/„) ist, wobei
l* und /*! innerhalb der Zeitintervalle 7’( bzw. 7’n liegen. 
Weiter bringen wir in unmittelbare Nähe von einen drit­
ten Körper tin, dessen Impuls in der ¿/-Richtung zu den 
Zeiten und gemessen wird; die relative Verschiebung 
7/IH)— der Körper ¿1H und wird wieder durch ein 

Lichtsignal bestimmt, wodurch beide Körper entgegengesetzt 
gleiche Impulsänderungen erleiden. Anstatt eni mit ¿j direkt 
durch eine Feder zu verbinden, müssen wir aber, um die 
Kraftübertragung durch den Federmechanismus proportional 
zu Z>yin) —zu machen, eine Vorrichtung gebrauchen, 

die aus zwei Federn und einem Winkelhebel mit zwei 
gleich langen, zu einander senkrecht stehenden Armen be­
steht, der um ein am festen Gerüst angebrachtes Gelenk 
drehbar ist, und dessen Arme anfänglich parallel zur x-, 
bzw. ¿/-Richtung stehen. Zwischen dem ersten Arm und dem 
Körper wird eine zur ¿/-Achse parallele Feder angebracht, 
und zwischen dem zweiten Arm und dem Körper wirkt 
eine zur x-Achse parallele Feder. Die Spannkraft der Feder 
sei so gewählt, dass die Kraft, die während des Zeitinter­
valls 7’j den Körper tni in der ¿/-Richtung und den Körper 
fj in der æ-Richtung angreift, durch 

gegeben wird.
Die Impulsbilanz der beiden Probekörpersysteme schreibt 

sich also nach zweckmässiger Umformung in folgender, zu 
(55) analoger Gestalt:
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(61)

Nach Kompensation der letzten Glieder erhalten wir somit 
für die Unsicherheiten der Feldmittelwerte:

Tz 1
2 ^UnvnTu

h
Çp/X’jl j7j

(i,ii)_ ^(ii.i) 
xy Uxy

(62)

woraus sich für den Minimalwert ihres Produktes

X y (63)

ergibt, wiederum in vollem Einklang mit dem quanten­
elektromagnetischen Formalismus.

Aus den allgemeinen Ausführungen am Ende des vorigen 
Paragraphen folgt weiter, dass auch in dem hier betrach­
teten Fall die Verwertung der Feldmessungen für die Prü­
fung der Aussagen des Formalismus in keiner Weise durch 
die klassische Abschätzung der Feldwirkungen beeinträch­
tigt wird. Übrigens kommt bei Messungen von Mittelwerten 
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verschiedener Feldkomponenten die Frage der Wieder­
holbarkeit gar nicht in Betracht, und die reinen Hohlraum­
schwankungen sind als unvermeidlicher statistischer Zug in 
allen theoretischen Aussagen einbegriffen.

§ 8. Schlussbemerkungen.
Wir kommen also zu der bereits anfangs erwähnten 

Schlussfolgerung, dass die Quantentheorie der Felder in 
bezug auf die Messbarkeitsfrage eine widerspruchsfreie 
Idealisation darstellt in dem Umfang, in dem wir von 
allen Einschränkungen, die auf der atomistischen Struk­
tur der Feldquellen und der Messinstrumente beruhen, ab­
sehen können. Eigentlich dürfte dieses Ergebnis, wie schon 
in der Einleitung betont, anzusehen sein als eine unmittel­
bare Konsequenz der gemeinsamen korrespondenzmässigen 
Grundlage des quantenelektromagnetischen Formalismus 
und der Gesichtspunkte, von welchen die Prüfungsmöglich­
keiten dieses Formalismus zu beurteilen sind. Nichtsdesto­
weniger dürfte der etwas komplizierte Charakter der zum 
Nachweis der völligen Übereinstimmung zwischen Formalis­
mus und Messbarkeit herangezogenen Betrachtungen kaum 
zu vermeiden sein. Erstens sind ja die an der Messanord­
nung zu stellenden physikalischen Forderungen bedingt 
durch die in Integralform gekleideten Aussagen des quanten­
elektromagnetischen Formalismus, wodurch die besondere 
Einfachheit der klassischen Feldtheorie als reiner Diffe­
rentialtheorie verloren geht. Weiter erfordert die Deutung 
der Messergebnisse und ihre Verwertung an Hand des 
Formalismus, wie wir gesehen haben, die Berücksichtigung 
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von gewissen in den Messproblemen der unrelativistischen 
Quantenmechanik nicht auftretenden Zügen der komplemen­
tären Beschreibungsweise.

Bei der Abschliessung dieser Arbeit möchten wir nicht 
unerwähnt lassen, dass wir in vielen Diskussionen über 
die behandelten Fragen mit früheren und jetzigen Mit­
arbeitern des Instituts, worunter sowohl Heisenbebg und 
Pauli wie Landau und Peierls, manche Anregung und 
Hilfe gefunden haben.

Universitetets Institut for teoretisk Fysik.

København, April 1933.

Meddelt paa Mødet den 2. December 1932. 
Færdig fra Trykkeriet den 19. December 1933.
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elallisches Magnesium hal — von der Grignardsynlhese
ÄT A abgesehen — bisher relativ wenige Anwendungen für 
organisch-synthetische Zwecke gefunden. Als Reduktions­
mittel ist es in einigen, ziemlich speziellen Fällen verwendet 
worden, z. B. bei der Darstellung von Pinakonen aus 
Ketonen. In dieser Reaktion, besonders bei aromatischen 
Ketonen, zeigt das Metall gewisse Ähnlichkeiten mit den 
Alkalimetallen. Es ist das Ziel dieser und späterer Ab­
handlungen, zu untersuchen, wie weil sich diese Alkaliähn­
lichkeil für Synthesen verwerten lässt. In dieser Abhand­
lung soll gezeigt werden, dass man bei Anwendung von 
Magnesium statt Natriums eine Reihe von Malonestersyn- 
thesen sehr erfolgreich durchführen kann.

Es ist bekannt1, dass Magnesium — mit Jod aktiviert 
mit Äthylalkohol unterWasserstoffentwicklung und Bildung 
von Magnesiumäthylat reagiert. Es wurde nun beobachtet, 
dass ein Gemisch von ungefähr gleichen Teilen von ab­
solutem Alkohol und Malonsäureäthylester sich mit ak­
tiviertem Mg sehr lebhaft umsetzt, wobei eine Magnesium- 
Malonesterverbindung entsteht. Bei der Einwirkung von 
1 Atom Magnesium auf 2 Mol Malonester entsteht eine 
Lösung, die flüssig bleibt, auch wenn aller überschüssiger 
Alkohol entfernt ist. Wenn aber 1 Atom Mg auf 1 Mol

1 Terentieff, Zeitschr. anorg. allg. Chem. 162, 350 (1927). — H. Lund 
und J. Bjerrum, Ber. 64, 210 (1931).

1*
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Malonester zur Reaktion gebracht wird, bildet sieb eine 
in kaltem Alkohol schwerlösliche, kristallinische Verbin­
dung. Die Kristalle enthalten Kristallalkohol und verwittern 
schnell an der Luft. Feuchtigkeit greift sie sofort an; aber 
auch bei Ausschluss von Feuchtigkeit ist es kaum möglich, 
sie mit scharf definierter Zusammensetzung aufzubewahren. 
Die Analyse stimmt annäherungsweise mit der Formel 
MgC(COOC2H5)2, 2C2H5OH. Bei 80° wird in kurzer Zeit 
1 Mol Alkohol abgegeben; aber wenn das Trocknen fort­
gesetzt wird, nimmt das Gewicht fortwährend ab, jedoch 
nicht ohne Zersetzung der Substanz. Das letzte Alkohol­
molekül scheint konstitutiv gebunden zu sein, und aller 
Wahrscheinlichkeit nach kommt der Verbindung die Formel 
C2H5OMg CH(COOC2H5)2 zu. Die folgenden Tatsachen 
sprechen alle zugunsten dieser Formel: Magnesium reagiert, 
wie schon Meunier1 gefunden hat, nicht mil Malonester 
allein. 1 Atom Mg vermag auch mit 1 Mol Isopropyl- 
malonester in Alkohol zu reagieren; hier ist nur 1 Wasser­
stoffatom substituierbar. Endlich sei bemerkt, dass die 
Existenz des »Dinatriummalonesters« sehr zweifelhaft ist, 
was darauf deutet, dass Malonester nur als einbasische 
Säure auftreten kann.

Wird unter strengem Ausschluss von Luftfeuchtigkeit 
und mit ganz wasserfreien Materialien gearbeitet, setzt die 
Reaktion auch ohne Aktivierung des Metalles ein. Ge­
wöhnlich muss man aber eine kleine Jodmenge zusetzen. 
Die Reaktion hat eine deutliche Induktionsperiode, deren 
Länge vom Wassergehalt und von der Reinheit der Metall­
oberfläche abhängt; frisch gedrehtes Metall reagiert schneller 
als käufliche Magnesiumspäne. Das Metall kann jedoch sehr 
wohl in Form von »Grignardspäncn« verwendet werden.

1 Compt. rend. 137, 714 (1904).
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Wenn die Induktionsperiode, die einige Minuten bis eine 
Viertelstunde dauern kann, vorüber ist, wird die Reaktion 
recht stürmisch, und es muss, wenn nicht ganz kleine Stoff­
mengen in Anspruch genommen sind, für effektive Kühlung 
gesorgt werden. Das Bild der Reaktion erinnert stark an 
eine Grignardreaktion.

Die Verbindung C2H5OMg CH(COOC2H5)2, Äthoxy- 
magnesiummalonester, (im folgenden als MgM bezeichnet) 
setzt sich mit Wasser um nach der Gleichung:

MgM + 2H2O = Mg(OH)2 + CH2(COOC2H5)2 + C2H5OIL 

Der Gehalt einer Lösung von MgM kann daher leicht 
titrimetrisch bestimmt werden.

Meunier (loe. cit.) hat die Verbindung in den Händen 
gehabt. Er hat aus Magnesiumamalgam und Alkohol 
Magnesiumätliylat dargestellt und Malonester zugefügt. 
Mittels Äthyljodid hat er daraus Mono- und Diäthyl­
malonsäurediäthylester dargestellt. Nach demselben Ver­
fahren haben W. A. Noyes und Kyriakides1 aus MgM und 
Äthylenbromid Butantetracarbonester gewonnen. Die direkte 
Darstellung von MgM und ihre Anwendungsmöglichkeiten 
scheinen jedoch nicht untersucht zu sein.

Während Magnesiumäthylat und Magnesium-acetessig- 
ester in den meisten organischen Lösungsmittel unlöslich 
sind, ist MgM in den verschiedensten nicht-polaren Lösungs­
mitteln sehr leicht löslich, z. B. in Äther, Ligroin, Halo­
genalkylen, Estern, Benzol, Toluol usw. Diese Eigenschaft 
ist von Wichtigkeit für gewisse synthetische Anwendungen, 
wie es unten beschrieben werden soll. In dieser Löslichkeit 
sehen wir die Ursache davon, dass die Reaktion zwischen

1 J. Amer. Chem. Soc. 32, 1058 (1910). 
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1 Atom Magnesium und 2 Mol Malonester in Alkohol 
keinen Niederschlag gibt: 1 Mol MgM wird gebildet, aber 
hält sich im zweiten Mol Malonester gelöst. Eine Verbin­
dung Mg(CH(COOC2H5)2)2 haben wir nicht isolieren 
können.

Wenn Natrium in einem Gemisch von Alkohol und 
Malonester gelöst wird, wirkt es auf den Ester tiefergreifend 
ein. Das scheint nicht oder nur im bedeutungslosen Um­
fange mit Magnesium der Fall zu sein. Die kondensierenden 
Eigenschaften des Natriums besitzt Magnesium nicht, und 
bei der Auflösung des Metalles in Alkohol hat es nur äusserst 
schwache reducierende Wirkung, z. B. kann es in einem 
Gemisch von Alkohol und Chlormalonester unter Wasser­
stoffentwicklung ohne nennenswerte Abspaltung von Halogen 
gelöst werden. Wir haben übrigens festgestcllt, dass Mag­
nesium und Äthylalkohol auch nicht die Reduktionspro­
zesse, die Magnesium und Methylalkohol nach Zech­
meister1 bewirken, hervorrufen können.

Äusser mit Malonester vermag Magnesium mit einer 
Reihe von Verbindungen mit »aktivem« Wasserstoff zu 
reagieren; die Reaktion ist ziemlich selektiv, und einige 
eigentümliche Beobachtungen sind in diesem Zusammen­
hang gemacht worden. Z. B. verläuft die Reaktion nur träge, 
wenn Malonmethylester statt des Äthylesters verwendet 
wird, und obgleich Magnesium viel leichter mit Methyl­
alkohol als mit Äthylalkohol reagiert, verläuft die Bildung 
von Methoxymagnesiummalonester aus Mg, Malonester 
und Methylalkohol sehr langsam. Noch auffälliger ist es, 
dass Cyanessigester, der eine ziemlich starke Säure ist 
(ungefähr wie Cyanwasserstoff) in alkoholischer Lösung das

1 Zechmeister und Rom, Ann. 468, 117 (1929). —- Zechmeister und 
Truka, Ber. 63, 2883 (1930).
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Metall nur sehr träge angrifft. Über Versuche mit solchen 
Verbindungen wird später berichtet werden.

Äthoxymagnesium-malonester setzt sich mit vielen Halo­
genverbindungen und ähnlichen Stoffen um. In der gegen­
wärtigen Abhandlung beschränken wir uns darauf, eine 
Reihe von typischen Synthesen zu beschreiben, welche die 
Leistungsfähigkeit und die Begrenzung dieser neuen Form 
der Malonestersynthese beleuchten sollen. Die Beispiele 
können beliebig vermehrt werden. Wir haben uns auf 
organische Halogenverbindungen beschränkt; auch anor­
ganische Halogenide können jedoch in Betracht kommen, 
und wir beabsichtigen, später solche Reaktionen zu 
untersuchen.

In zahlreichen Fällen ist die neue Form der Malonester­
synthese der klassischen weit überlegen, während sie in 
anderen versagt. Die komplexe Natur der Magnesium­
verbindung bewirkt, dass gewisse Halogenide nicht oder 
zu langsam reagieren, um für Synthesen in Frage kom­
men zu können, und im allgemeinen verlaufen die Re­
aktionen mit MgM viel milder als mit Natriummalon- 
ester. Die Löslichkeit von MgM in Äther bedingt, dass 
eine Reihe von Synthesen, die bisher bei Anwendung 
von Suspensionen von Natriummalonester in Äther oder 
Benzol heterogen und oft mit mageren Ausbeuten ver­
liefen, jetzt homogen und sehr glatt durchgeführt werden 
können.

Es soll hinzugefügt werden, dass wir auch versucht 
haben, Aluminium für solche Synthesen anzuwenden, 
bisher jedoch ohne Erfolg. Aluminiummalonester wird sehr 
leicht gebildet, ist aber anscheinend zu komplex, um mit 
den gewöhnlichen Halogenverbindungen reagieren zu 
können.
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Die im Versuchsteil beschriebenen Synthesen bilden 
zwei Gruppen: Reaktionen in alkoholischer Lösung und 
Reaktionen in Ätherlösung.

A. Reaktionen i Alkohollösung.
Die untersuchten Halogenverbindungen sind Alkyl­

halogenide und halogenierte Ketone und Säureester. Wäh­
rend die niedrigen Chlor- und Bromparaffine nicht oder nur 
schlecht reagieren, setzen sich Jodide (und Alkylsulphate) 
ziemlich glatt mit MgM um. Es hat sich als eine wahr­
scheinlich allgemeine Regel herausgestellt, dass Chlor- und 
Bromverbindungen, in welchen ein dem halogentragenden 
Kohlenstoffatom benachbartes C-atom an C oder () doppel­
gebunden ist, glatt reagieren. Während also Äthyl- und 
Propylbromid nicht — oder allzu träge — auf MgM ein­
wirken, reagieren Äthyljodid, Allylbromid, Benzylchlorid 
(indem die genannte Doppelbindung auch eine »Benzol­
doppelbindung« sein kann), Chloressigester, co-Bromace- 
tophenon etc. willig und mit vorzüglichen Ausbeuten. Die 
Reaktionen verlaufen wahrscheinlich nach den folgenden 
Gleichungen :

RX + C2H5OMgCH (COOC2H5)2 = RC (MgX) (COOC2H5)2
+ C2H5OH

RX + RC (MgX) (COOC2H5)2 = R2C (COOC2H5)2 +MgX2.

Wenn man 2 Mol RX auf das Reaktionsprodukt von 
1 Atom Magnesium und 2 Mol Malonester einwirken lässt, 
entsteht ein Gemisch von unsubstituiertem, mono- und 
disubstituiertem Malonester, qualitativ ganz wie in der 
klassischen Synthese, quantitativ anscheinend etwas zu­
gunsten der Bildung von dem disubstituierten Ester. Die
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grössten Vorteile der neuen Form treten bei der Darstellung 
von symmetrisch disubstituierten Malonestern hervor — 
oder bei der Einführung eines zweiten Substituentes in 
einen bereits monosubstituierten Malonester. Diese Vorteile 
sind in der Hauptsache die folgenden:

1. Die Einführung von zwei Substituenten erfordert nur 
eine Operation.

2. Die Menge des als Lösungsmittel verwendeten Al­
kohols ist nur ein kleiner Bruchteil der in der klassischen 
Syntheseform notwendigen.

3. Die Handhabung und die Bemessung von Magnesium 
ist bequemer als von Natrium.

4. Die Ausbeuten sind im allgemeinen sehr hoch, oft 
90 °/0 der Theorie.

5. Wenn das Metall gelöst ist, kann das Halogenid auf 
einmal zugesetzt werden, die Reaktion verläuft ruhig und 
erfordert kein Überwachen (kein Stossen oder dgl).

Es sei hier bemerkt, dass sekundäre und tertiäre Halo­
genide bei der neuen wie übrigens auch bei der alten 
Synthese nur ein Wasserstoffatom in der Methylengruppe 
zu substituieren vermögen; es liegt somit ein Fall »sterischer 
Hinderung« vor.

B. Reaktionen in nicht-alkoholischer Lösung.
Viele Halogenverbindungen, z. B. Säurechloride, rea­

gieren schnell mit Alkohol, weshalb man mit ihnen nicht 
in alkoholischer Lösung arbeiten kann. Man hat deshalb 
bisher alkoholfreien Natriummalonester in Äther suspen­
diert und dann das Halogenid zugefügt. Dieses Verfahren 
ist nicht bequem, und oft treten unerwünschte Nebenreak­
tionen ein. Wenn aber MgM in der beschriebenen Weise 
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dargestellt ist, kann man unschwer den Alkohol entfernen 
und die Magnesiumverbindung in Äther — der sich nach 
unseren Erfahrungen als das beste Reaktionsmedium be­
währt hat — auflösen. Eine Titration ergibt leicht den Ge­
halt der Lösung an MgM. Das Halogenid wird dann in 
theoretischer Menge vorsichtig zugesetzt, und die Reaktion 
verläuft in allen untersuchten Fällen glatt, gewöhnlich nach 
der Gleichung:

RCOC1 + C2H5OMgCH (COOC2H5)2
= RCOC (MgCl) (C()()C2H5)21 + C2H5OH.

Der gebildete Chlormagnesiumacylmalonester wird ge­
wöhnlich nicht von dem Säurechlorid angegriffen; mir beim 
Phthalylchlorid —- und wahrscheinlich auch bei analogen 
Chloriden zweibasischer Säuren — geht die Reaktion weiter 
(siehe Versuchsteil). Wenn das Reaktionsgemisch mit Wasser 
behandelt wird, bildet sich Magnesiumchlorid und eine 
chlorfreie Magnesiumverbindung :

2 RCO C (MgCl) (C()OC2H5)2 + 6 11,0 
= MgCl,, 6 H2() + (RCOC (COOC2H5)2)2Mg,

die von Wasser nicht hydrolysiert wird, aus der aber 
Säuren den Acylmalonester in Freiheit setzen. Die Aus­
beuten sind sehr gut. — Säureanhydride reagieren wie 
die Chloride und geben ähnliche Ausbeuten.

Triphenylmethylchlorid, das auch mit Alkohol schnell 
reagiert, gibt mit MgM in Ätherlösung eine ausgezeichnete 
Ausbeute an Triphenylmethylinalonester.

Während im allgemeinen eine zweite Acvlgruppe nicht 
in einen Acylmalonester eingeführt werden kann, gelingt

1 Wahrscheinlich eine Enolverbindung. 
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es leicht, in einen monoalkylierten Malonester die Acyl- 
gruppe einzuführen. Ein solcher Ester, der kein saures 
Wasserstoffatom mehr besitzt, ist natürlich nicht imstande, 
ein Magnesiumsalz zu bilden, sondern scheidet sich direkt 
aus der Reaktionslösung aus.

Es wurde versucht, Toluolsulfonylmalonester aus MgM 
und Toluolsulfochlorid darzustellen, jedoch ohne Erfolg. 
Aus der Lösung konnte Toluolsulfinsäure isoliert werden.

Die Untersuchung wird nach mehreren Richtungen fort­
gesetzt.

VERSUCHSTEIL
Äthoxymagnesiummalonester (MgM).

5 g Magnesiumspäne (»Grignard«) werden in einem 
Halbliterkolben mit 32 g Malonester (0.2 Mol) und 30—40 
ccm absolutem Alkohol übergossen und 0.5 g Jod zugegeben. 
Die Lösung wird zum Sieden erhitzt, bis das Jod verschwun­
den ist. Nach kurzer Zeit setzt eine Wasserstoffentwicklung 
ein und wird bald sehr lebhaft. Dauert die Induktions­
periode zu lange, muss etwas mehr Jod zugesetzt werden. 
Wenn die Reaktion stürmisch wird, taucht man den Kolben 
in kaltes Wasser. Nachdem die heftige Reaktion beendet ist, 
wird das Gemisch auf dem Wasserbade erhitzt, bis das 
Metall so gut wie vollständig gelöst ist.

Sollen grössere Mengen — z. B. ein Mol — verarbeitet 
werden, gibt man am Anfang zu dem Metall nur etwa 
25 ccm des Alkohol-Malonester-Gemisches, mit 25 ccm Al­
kohol verdünnt, und, wenn die stürmische Reaktion nach­
gelassen hat, den Rest tropfenweise. Ohne diese Vorsichts­
massnahmen ist es kaum möglich, die Reaktion sicher zu 
beherschen.
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Beim Abkühlen kristallisiert die Magnesiumverbindung 
sehr willig aus. Sie kann bei Feuchtigkeitsausschluss ab­
filtriert werden. Im Exsikkator über Schwefelsäure ge­
trocknet verwittern die anfangs klaren Kristalle, und Analy­
sen geben etwas schwankende Zahlen für den Alkoholge­
halt, jedoch ziemlich nahe 2 Mol Alkohol auf 1 Mol Malon- 
ester entsprechend. Mol-Gewicht gefunden bei Titrierung 
des mit Wasser freigemachten Magnesiumhydroxydes: 280 
und 282; bei Glühen eines anderen Präparates und Wägen 
des gebildeten Magnesiumoxydes: 273. Die Formel 
CnH22O6Mg verlangt 274.

Nach Trocknen bei 80° wurde beim Glühen der Sub­
stanz die Mol-Gewichte 232 und 225 gefunden; berechnet 
für C2H5OMg CH (COOC2H5)2: 228. Längeres Trocknen bei 
80° bringt das Mol-Gew. noch weiter herunter — wir haben 
einmal 204 gefunden — aber die Verbindung ist dann nicht 
löslich in Äther.

Bei Synthesen wird die Verbindung natürlich nicht 
isoliert, sondern man gibt zu dem beim Abkühlen ent­
standenen Brei die Halogenverbindung auf einmal zu. Bei 
gelindem Erwärmen lösen sich die Kristalle aid', und die 
Reaktion verläuft ruhig und wird auf dem Wasserbade in 
1 bis 3 Stunden beendet. Die gebildeten Magnesiumhalo­
genide bleiben gelöst.

A. Reaktionen in Alkohollösung.
1. Reaktion mit Äthyljodid. Bildung von Diäthylmalon- 

säureäthylester.

Zur Lösung von MgM (0.2 Mol), in der eben beschrie­
benen Weise dargestellt, werden 66 g (0.43 Mol) Äthyljodid 
gegeben und das Gemisch 3 Stunden auf dem Wasserbade 
erhitzt. Nach Kühlen werden etwa 100 ccm Wasser zuge-



Neue Anwendungen von Magnesium in der organischen Synthese. 13 

setzt. Einige ccm verdünnte Schwefelsäure bewirken so­
fortige Klärung der entstandenen Emulsion. Die wässrige 
Schicht wird mit Äther extrahiert, die Ätherlösung mit der 
Esterschicht vereinigt und mit Wasser gewaschen, getrocknet 
und destilliert. Ausbeute 35 g Diäthylmalonester, Siedepunkt 
221—223°; in der Literatur wird 223° angegeben. Aus dem 
Ester wurde ausserdem Veronal dargestellt, Schmp. 190°.

Bei einem Versuche wurde das Gemisch 14 Stunden 
zum Sieden erhitzt, aber die Ausbeute war dann ganz 
gering, weil das gebildete Magnesiumjodid auf den Ester 
verseifend gewirkt hatte (unter Bildung von Magnesium­
salze und Äthyljodid). Aus der angesäuerten Ätherlösung 
konnten bedeutende Mengen von nicht näher untersuchten 
Produkten mit Soda extrahiert werden.

2. Äthylbromid, Propylbromid und Butylbromid 

gaben praktisch nur unveränderten Malonester, Butyl­
bromid jedoch 10—15 Prozent eines Gemisches von mono- 
und disubstituiertem Ester.

3. Reaktion mit Allylbromid. Bildung von
Di allyl malón ester.

Aus 0.2 Mol MgM und 0.44 Mol Allylbromid wurden 
nach Erwärmen während 2 Stunden und Aufarbeitung wie 
oben 41 g Diallylmalonester, Sdp. bei 12 mm 128—130°, 
gewonnen. Ausbeute 86 °/0 der Theorie. Aus dem Ester 
wurde Dial mit der richtigen Schmp. (169—70°) dargestellt.

4. Reaktion mit Benzylchlorid. Bildung von 
Dibenzylmalonester.

Aus 0.2 Mol MgM und 0.44 Mol Benzylchlorid wurden 
61.3 g Dibenzylmalonester, Sdp.15ni]11 224—26°, gewon- 
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non = 90 °/0 der Theorie. Sdp. für Dibenzylmalonester 
wird zu 234° bei 23 mm angegeben1, während Monoben­
zylmalonester den Sdp19mm 169°2 hat.

Aus 0.1 Atom Mg, 0.2 Mol Malonester und 0.22 Mol Ben­
zylchlorid wurden bei der Destillation im Vakuum zwischen 
135 und 180° 24 g, hauptsächlich Monobenzylmalonester, 
und zwischen 180 und 230° 13 g, hauptsächlich Diben­
zylmalonester, gewonnen. Die Methode eignet sich somit 
nicht gut für die Darstellung von Monobenzylmalonester.

5. Reaktion mit Chloressigsäureäthylester. Bildung von
Propantetracarbonester (1, 2, 2, 3).

0.2 Mol MgM und 0.42 Mol Chloressigester. Ausbeute 
56 g Propantetracarbonester, Sdp]2mm 178—180°, = 87 °/0 
d. Th. — Bei der Verseifung mit Salzsäure entstand in 
quantitativer Ausbeute Tricarballvlsäure. Diese Synthese­
folge bietet zweifellos die beste Darstellungsweise der 
Tricarballylsäure dar.

6. Reaktion mit a-Brompropionsäureäthvlester. Bildung
von Propantricarbonester (1, 1, 2).

Aus 1.6 g Mg, 20 g Malonester, 20 ccm Alkohol und 
25 g a-Brompropionester wurden 19.8g Propantricarbon­
ester erhalten, Sdp12nim 148—50°, 60 °/0 d. Th. Das Produkt 
siedele bei Atmosphärendruck bei 265—70° iii Überein­
stimmung mit den Angaben Bischoffs3, der die Verbindung 
aus Natriummalonester und Brompropionester dargestellt 
hat. Seine Ausbeute war auch 60 °/0, jedoch in einem viermal 
grösseren Ansatz.

1 Leuchs und Radulescu, Ber. 45, 194 (1912).
2 Fittig und Röders, Ann. 256, 92 (1890).
3 Ber. 13, 2165; Ann. 214, 53 (1880).
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7. Reaktion mit Phenacylbromid. Bildung von
D i p h e n a c y 1 m a 1 o n e s t e r.

Zur Lösung von 0.1 Mol MgM wurden 0.19 Mol Phenacyl­
bromid, in abs. Alkohol (100 ccm) gelöst, gegeben. Die 
Reaktion ist recht lebhaft, und es empfiehlt sich, das 
Halogenid etwas vorsichtig zuzusetzen. Ausserdem ist es 
im Unterschuss wegen seiner tränenerregenden Eigenschaf­
ten zu nehmen. Nach beendeter Reaktion scheidet sich 
beim Abkühlen der Diphenacylmalonester, (C6H5COCH2)2C 
(COOC2H5)2, nahezu rein aus. Nach Umkristallisieren aus 
Alkohol wurden 31.5 g = 84 °/0 d. Th. rein erhalten, Schmp. 
119.5—20°. Kues und Paal1 geben 118—19° an.

8. Reaktion mit Chlormalonester.

Wenn Chlormalonester zum abgekühlten Brei von MgM 
gegeben wird, entsteht unter deutlicher Wärmetönung eine 
klare Lösung, aus der aber kein Äthantetracarbonester ge­
wonnen werden konnte. Anscheinend trat nur die einfache 
Säure-Base-Reaktion: C2H5OMg CH (COOC2H5)2 + CHC1 
(COOC2H5)2= C2H5OMg CC1(COOC2H5)2+CH2(COOC2H5)2 
ein, indem Chlormalonester eine stärkere Säure ist als 
Malonester. Die gebildete Verbindung bleibt praktisch un­
verändert beim Kochen ihrer alkoholischer Lösung.

Über die Reaktion zwischen Magnesium und Chlor­
malonester in alkoholischer Lösung wird in einer späteren 
Abhandlung berichtet werden.

9. Jod

reagiert auffallenderweise nicht mit MgM.

Ber. 19, 3146 (1886).
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B. Reaktionen in Ätherlösung.
Eine alkoholfreie Lösung von MgM erhält man bequem 

in der folgenden Weise:
25 g Magnesium werden in 160 g Malonester + 180—190 

com abs. Alkohol wie oben beschrieben gelöst. Die Haupt­
menge des Alkohols wird unter vermindertem Druck ab­
destilliert, wonach 2—300 ccm trockenes Benzol zugegeben 
werden. Der Kolben wird mit einem Aufsatz versehen, und 
das konstant siedende Gemisch von Benzol und Alkohol 
wird abdestilliert. Wenn die Temperatur im Aufsatz 80° er­
reicht hat, ist aller überschüssiger Alkohol entfernt. Das 
noch anwesende Benzol wird im Vakuum abgedampft. Es 
hinterbleibt ein dicker Sirup, der in 500 ccm trockenem 
Äther gelöst wird. Die Lösung ist nicht ganz klar; nach 1 
bis 2 Tagen hat sich beim ruhigen Stehen ein wenig Schlamm 
abgeselzt, und man liai nun eine klare, gewöhnlich schwach 
gelbrot gefärbte Lösung. Für synthetische Zwecke ist es nicht 
notwendig, die Klärung der Lösung abzuwarten. Der Gehalt 
der Lösung an MgM kann folgendermassen bestimmt werden :

1.00 ccm wird in einen Kolben, der 5 ccm Alkohol und 
5.00 ccm 1-n Salzsäure enthält, gegossen und das Gemisch 
ein paar Minuten kräftig geschüttelt. Die entstandene Lösung 
wird mit 10—12 ccm Wasser verdünnt und mit 0.2-n Na­
tronlauge titriert, Indikator Methylrot oder Methylorange.

Eine in der genannten Weise dargestellte, ungefähr 
2-molare Lösung von MgM ist bei den folgenden Ver­
suchen benutzt worden.

1. Reaktion mit Benzoylchlorid. Bildung von 
Benzoyl malo n este r.

Zu einer Lösung von 0.1 Mol MgM wurde eine absolut­
ätherische Lösung von 13 ccm Benzoylchlorid (0.11 Mol)
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langsam und unter Schütteln gegeben. Die Reaktion war 
nach kurzer Erwärmung beendet. Es hatte sich ein gallert­
artiger Niederschlag gebildet, der sowohl Magnesium wie 
Chlor enthielt. 50 ccm Wasser wurden zugesetzt, und nach 
kurzer Zeit schied sich ein kristallinischer Niederschlag 
aus dem Äther aus. Das Gewicht dieser Substanz be­
trug 24 g ; sie bestand aus Magnesium-Benzoylmalonester, 
(C6H5COC (COOC2H5)2)2Mg. Der Körper kann aus wasser­
haltigem Benzol umkristallisiert werden und enthält 3 Mol 
Kristallwasser. Sclimp. 120°.5.

0.3434 g der lufttrockenen Kristalle verloren bei 100° 
0.0290 g, berechnet für 3 H2O: 0.0306 g.

Analyse der bei 100° getrockneten Substanz:

Gefunden  C, 61.4 °/0; H, 5.53; Mg, 4.44 
Berechnet für C28H30O10Mg C, 61.1 °/0; H, 5.50; Mg, 4.42

Beim Schütteln einer ätherischen Suspension dieser Ver­
bindung mit verdünnter Schwefelsäure wird Benzoylma- 
lonester freigemacht und bei Vakuumdestillation rein er­
halten, Sdp19niin 187—90°. Ausbeute 18.5 g = 70 °/0 d. Th. 
Bei grösseren Ansätzen kann die Ausbeute zweifellos be­
deutend erhöht werden, und bei Einengen der ursprüng­
lichen Ätherlösung kann noch ein wenig der Magnesium­
verbindung gewonnen werden.

Schüttelt man eine ätherische Lösung von Benzoylma- 
lonester mit einer wässrigen Lösung von Kupferacetat, färbt 
sich der Äther intensiv grün, indem die in Äther leicht 
lösliche Kupferverbindung des Benzoylmalonesters, Schmp. 
180°, gebildet wird.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 9. 2
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2. Reaktion mit Acetylchlorid. Bildung von
Ac etylmalon ester.

Aus 1¡C, Mol MgM und % Mol (12 ccm) Acetylchlorid 
wurden nach Zusatz von verdünnter Schwefelsäure 30 g 
reiner Acetylmalonester, Sdpr,nini 118—20°, Sdp760mm 232— 
236°, gewonnen. Ausbeute 88 % d. Th.

Die zuerst gebildete Magnesiumverbindung lässt sich 
hier nur schwierig analysenrein isolieren; dagegen ist die 
Reindarstellung der entsprechenden Kupferverbindung sehr 
einfach, indem sie sich aus verdünntem Alkohol umkristal­
lisieren lässt, Schmp. 124°.5. Leicht löslich in Äther.

Analyse :

Gefunden C, 46.6%; H, 5.54%; Cu (als CuO) 13.67% 
Ber. für C18H26 O10Cu. . C, 46.4%; H, 5.58%; Cu, 13.7%

Das Semicarbazon wird gebildet, wenn man Acetyl­
malonester mit einer wässrigen Lösung von Kaliumacetat 
und salzsaurem Semicarbazid unter zeitweisem Schütteln 
einige Stunden stehen lässt. Aus Äther umkristallisiert 
schmilzt es bei 104—105°.

Analyse :

Gefunden  C, 46.7 °/0; H, 6.69 % 
Berechnet für C10H17O5N3  C, 46.3 %; H, 6.63 %

Durch Hydrolyse mit Schwefelsäure, Oxydation mit 
Jodsäure und Destillation von Ammoniak nach Veibel1 
wurde das Mol-Gewicht des Semicarbazons zu 261 ermittelt, 
während die Formel 259 verlangt. — Bei Erwärmung mit 
Wasser wird das Semicarbazon unter Bildung eines kri­
stallinischen, noch nicht näher untersuchten Körpers zersetzt.

1 Bull. Soc. Chim. (4) 41, 1410 (1927).
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Das 2.4-Dinitrophenylhydrazon des Acetylma- 
lonesters wurde beim Schütteln von Acetylmalonester mit 
einer salzsauren Lösung von Dinitrophenylhydrazin er­
halten. Schmp. nach Umkristallisation aus Alkohol 147°.

Analyse :

Gefunden  C, 47.4%; H, 4.80 % 
Berechnet für C15H18O8N4  C, 47.2 %; H, 4.75 %

3. Reaktion mit p-Nitrobenzoylchlorid. Bildung von 
p-Nitrobenzoylmalonester.

Wenn p-Nitrobenzoylchlorid in Ätherlösung zu MgM 
getropft wird, entsteht augenblicklich ein gelber Nieder­
schlag, der zweifellos die Chlormagnesiumverbindung von 
p-Nitrobenzoylmalonester ist, jedoch nicht analysenrein er­
halten wurde. Beim Behandeln mit Wasser wurde die reine, 
chlorfreie Magnesiumverbindung erhalten, die, mit Äther 
gewaschen und aus Aceton unter Zusatz von Äther um­
kristallisiert, den Schmp. 238° zeigte. Eine Suspension in 
Äther, mit verdünnter Schwefelsäure behandelt, lieferte 
nach Verjagen des Äthers ein gelbliches Öl, das nicht ohne 
vollständige Zersetzung destilliert werden konnte, jedoch 
reiner Nitrobenzoylmalonester war.

Analyse :

Gefunden  C, 54.6 %; H, 4.89 % 
Berechnet für C14H15O7N  C, 54.4%; II, 4.90%

4. Reaktion mit Phthalylchlorid. Bildung von 
Phthalylmalonester.

Zu einer siedenden Lösung von 0.1 Mol MgM in Äther 
wird durch den Kühler tropfenweise 0.1 Mol Phthalyl­
chlorid gegeben. Die Reaktion ist wenige Minuten nach dem 

2
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letzten Zusatz beendet. Nach Schütteln mit Wasser treibt 
man den Äther auf dem Wasserbade ab und kristallisiert 
den beim Kühlen bald erstarrenden Rückstand aus Alkohol

einer Ausbeute von 23 g = 75°/0 gewonnen. Die Schmelze 
der Substanz zeigt sehr schön das bereits von Wislicenus1 
beschriebene eigentümliche Verhalten beim Kristallisieren: 
Die Kristallisation setzt an vereinzelten Punkten ein und es 
bilden sich Seeanemonen-ähnliche Kristallaggregate.

Bei der bisherigen Darstellungsweise dieses Körpers 
(Wislicenus, loc. cit.) aus Natriummalonester und Phthalyl- 
chlorid in Äther entstehen nebeneinander und in ungefähr 
gleichen Mengen drei Stoffe, nämlich äusser dem Phthalyl- 
malonester »Phthalyldimalonester« und »Phthaloxylmal- 
onester«, deren Trennung und Reindarstellung mühsam und 
zeitraubend waren. Das neue Verfahren macht die sehr 
interessante Verbindung, deren Konstitution noch nicht 
endgültig festgestellt ist2, sehr leicht zugänglich. Wir be­
absichtigen später zu untersuchen, ob sich die zwei anderen 
Körper unter geeigneten Umständen einzeln darstellen lassen.

Aller Wahrscheinlichkeit nach erlaubt das Verfahren 
auch analoge Verbindungen wie z. B. Succinylmalonester 
darzustellen.

5. Reaktion mit Essigsäureanhydrid.

Wenn Acetylchlorid durch die entsprechende Menge 
Essigsäurcanhydrid ersetzt wird, lässt sich die oben ange-

1 Ann. 242, 26 (1887).
2 Scheiber, Ann. 389, 121 (1912); Ber. 53, 898 (1920). Auwers und 

Auffenberg, Ber. 51, 1106 (1918).
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gebene Vorschrift für die Darstellung des Acetylmalonesters 
ohne Änderung zu seiner Darstellung aus MgM und Essig­
säureanhydrid übertragen. Die Ausbeute ist nicht geringer.

6. Reaktion mit Triphenylmethylchlorid. Bildung von
T r i p h e n y 1 m e t h y 1 m a 1 o n e s t e r.

Zur Lösung von 0.1 Mol MgM in Äther wurden 0.09 Mol 
Triphenylmethylchlorid (25 g) in 150 ccm Äther gegeben. 
Nach kurzer Zeil entstand ein kristallinischer Niederschlag. 
Das Gemisch wurde einige Minuten zum Sieden erhitzt 
und, nach Kühlen, mit Wasser und verdünnter Schwefel­
säure versetzt, wobei sich zwei klare Schichten bildeten. 
Die Ätherschicht wurde schnell vom Wasser getrennt. Sehr 
bald begann die Ausscheidung der Kristalle des Triphenyl- 
methylmaloneslcrs. Die Ätherlösung wurde in Eiswasser 
gekühlt. 26 g reiner Ester wurden abfiltriert. Aus der Mutter­
lauge konnten noch 5 g isoliert werden. Der Körper kann 
sehr schön aus Alkohol umkristallisiert werden. Schmp. 
133°, Ausbeute 86 °/0 d. Th.

Henderson1 hat Triphenylmethylmalonester mit der­
selben Schmp. aus Natriummalonester und Triphenyl­
methylbromid in Äther dargestellt.

C. Versuche mit Isopropylmalonester.
Isopropylmalonester reagiert in Alkohol mit Magnesium 

wie Malonester, wenn auch etwas langsamer. 0.1 Mol Ester 
setzte sich in vier Stunden, auf dem Wasserbade erhitzt, 
mit ungefähr 2.4 g (0.1 Atom) Magnesium um. Die ge­
bildete Verbindung konnte nicht kristallinisch erhalten 
werden, sondern bildete nach der Entfernung des Alkohols

J. Chem. Soc. 1887, 225. 
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eine glasige Masse. Eine Magnesiumbestimmung ergab für 
dieses Produkt das Molgewicht (pro Aloni Mg) 285, während 
die Formel C2H5OMgC (C3H7) (COOC2H5)2 270 entspricht.

Für Synthesen braucht man nicht mehr als x/2 Atom 
Magnesium pro Mol Isopropylmalonester anzuwenden.

Die folgenden Versuche werden hier als Typen ange­
führt :

1. Beaklion mit Allylbromid. Bildung von 
Allylisop r o pyl m a 1 o n ester.

Aus 1.3 g Magnesium (0.054 Atom), 20 g Isopropyl­
malonester (0.1 Mol) und 20 ccm Alkohol wurde eine 
Lösung dargestellt und 0.1 Mol Allylbromid zugegeben. Bei 
der gewöhnlichen Methodik wurden 21.8 g Allylisopropyl- 
malonester, Sdp12mni 115—118°, gewonnen. Ausbeute 90 °/0 
(I. Th. Der Ester wurde mit Harnstoff zu Allylisopropyl­
barbitursäure kondensiert, die den richtigen Schm])., 138°, 
zeigte.

2. Beaklion in Ätherlösung mit Benzoylchlorid. Bildung 
von Benzoyl-isopropylmalonester.

0.1 Mol der Magnesiumverbindung wurde wie oben dar­
gestellt und der Alkohol mit Benzol verjagt. Der Bückstand 
wurde mit Äther verdünnt, 0.1 Mol Benzoylchlorid zuge­
setzt, und das Gemisch 2 Stunden auf dem Wasserbade 
erhitzt. Nach Behandeln mit Wasser und verdünnter 
Schwefelsäure wurde die ätherische Lösung mit Sodalösung 
geschüttelt, getrocknet und eingeengt. Der Bückstand wurde 
in Ligroin gegossen, und nach kurzer Zeil kristallisierte die 
neue Verbindung rein aus. Ausbeute 23 g = 75 °/0 d. Th. 
Schmp. 66°.5.
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Analyse :

Gefunden
Berechnet für C17H22O5

C, 66.4%; H, 7.04%
C, 66.6%; II, 7.18 %

Benzoylisopropvlmalonester färbt eine Ferrichloridlösung 
nicht. Ein Semicarbazon konnte nicht erhalten werden.

3. T riphenyl ni e t h y 1 c h 1 o r i d

konnte nicht mit Äthoxymagnesium-isopropylmalonester 
zur Reaktion gebracht werden.

Wir sind dem Direktor des Universitätslaboratoriums, 
Herrn Professor, Dr. Einar Biilmann, für gute Arbeits­
bedingungen und dem Carlsbergfon d für ökonomische 
Unterstützung zu Dank verpflichtet.

Færdig fra Trykkeriet den 16. Januar 1934.
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It is the intention in this series of papers to investigate 
the magnetism of complex compounds, using in part the 

collection of substances left by S. M. Jørgensen in this la­
boratory and partly compounds prepared by ourselves. The 
magnetic properties of these complex salts are in several 
cases rather peculiar and it is probable that a systematic 
survey of their magnetism will give information regarding 
the type of bonds and in some cases, according to the 
theory of Pauling1, supply us with means to draw con­
clusions relating to the spatial arrangement of the coordin­
ated groups. We shall, however, for the present coniine 
ourselves to study complex compounds of nickel and the 
platinum metals, since a material which covers cobalt and 
chromium compounds has already been furnished by R. 
Rosenboiim 2 and complex iron salts have been studied by 
L. Welo3.

Magnetic measurements of simple salts of the elements 
of the first transition series show that the magnetic mo­
ments found are in good agreement with those calculated 
by means of the expression 11 = j/4S(S4-l)*; here S is 
the spin quantum number for the term of the ion in ques­
tion. This formula is a modification, suggested by Bose4

1 Linus Pauling, J. Am. Ch. Soc. 53, 1391 1931.
2 R. Rosenbohm, Z. physikal. Ch. 93, 693. 1919.
8 L. Welo, Phil. Mag. VII. 6, 481. 1928.
4 D. M. Bose, Zeits. für Phys. 43, 864. 1927.
* u is the magnetic moment in Bohr units.

1
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of the van Vleck equation = |/L (L + 1) + 4 S (S + 1) and 
seems to indicate that the orbital magnetic moment is eli­
minated — in some cases only in part — by the perturbing 
effects of the surrounding ions or molecules of the solvent.

The theory of the magnetic properties of the complex 
compounds has been treated by several authors, i. g. — 
Bose1 and L. Pauling“ to whom we refer. As the theory 
has not yet been fully developed we have felt the need of 
some empirical means of classification. For this reason we 
have adopted a procedure originally proposed by G. N. Lewis 
and later on extensively used by Langmuir, Sidgwick and 
others. Let us as an example consider the ion [Co(NH3)6]3+ 
in which the valencies between Co and NH3 from chemical 
evidence seem to be qualitatively of the same nature as 
for instance in carbon compounds. If we write the com-

3 +
pound (NH3)6Co, the central ion will have Z = 27 — 3 = 24 
electrons surrounding it. But in this case the NH3’s are 
chemically saturated and the nature of the bonds remains 
obscure. If, however, as proposed by Lewis, we subtract 
one electron from each of the six NH3 and add them to 
the central ion, we get six unsaturated derivatives —NIIJ" 
of the NH^-ion and in the same time a central ion con­
taining Z = 24 + 6 = 30 electrons. The constitution then 
becomes: + +

H3N NH3 
+ \s-5-/ + 

H3N-----Co —NH3.
+/ \+

h3n nh3

Here the central ion has the “effective atomic number” 
Z = 30 and the valency v = 6. We now propose to use

1 1). M. Bose, Zeits. für Phys. 35, 219. 1925.
3 L. Pauling 1. c.
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the number n = Z + v as a number of classification, in 
our example n = 36. The usefulness of this method of 
classification of magnetic data appears in the first place 
from the fact that, in all cases hitherto investigated, the 
ion in consideration is diamagnetic when n is equal to 
the atomic number of the nearest inert gas.

We have now collected data from the literature on 
magnetic moments of complex compounds. From these we 
have in table 1 calculated S by means of the Bose equation. 
The S values given are thus to be considered as empirical 
constants. D is the difference between the atomic number 
of the inert gas and n.

Table 1.
n = 33 I) = 3 S

1. K3Cr(CN)6
2. Cr(NH3)6J3

n = 34 I) = 2
4. K4Cr(CN)6-2H2O
5. K3Mn(CN)6
6. Ni(NH3)4SO4
7. K2Ni(CN)4

il = 35 1) = 1
8. K4Mn(CN)6-3H2O
9. K3Fe(CN)6

10. Na3FeF6

11. (NH4)2

12. [Cu(NH3)4](NO3)2

3.03-4
2.73-4 •

2.93-4

2.44-4
2.73-4
1.6 *4
0

1.23-4
1.23-4
4.98-4

5.05 • 4

it -4
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h = 36 I) = O S
13.

14.

15.

16.

17.

K4Fe(CN)6

Na4

[Co(NH3)6] Cl3

Co (NH3)5 
NOo S2O6-H2O

0

0

0

0

0

18. K3Co(CN)6 0

n = 38 I) = 2
19. Ni(NH3)6Br2 2.2-1

n = 54 1) = 0
20. K4Mo(CN)8 0
21. Rh(NH3)6Cl3 0

n = 84 D = 2
22. [Pt(NH3)4]SO4 0

n = 86 I) = 0
23.

24.

25.

K4W(CN)8 0

0

0

Literature to the table:
W. Biltz, Z. anorg. u. allg. Ch. 170, 129. 1928. Numbers 1, 5, 7, 9, 13, 
18, 20 and 23.
Rosenbohm, 1. c. 2, 3, 6, 12, 16, 17, 19, 22, 24 and 25.
Welo, 1. c. 10, 11, 14 and 15.
Rhay and Bhar, J. Ind. Chem. Soc. 5, 497. 1928 cited in the Tables An­
nuelles VIII. 2, 390. 1931. Substances number: 4 and 8.
This work: 21.
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The table shows that, as a whole, a rule may be ob­
tained, which is nearly that proposed by Bose1. The rule 
is that the number D multiplied by T gives the empirically 
determined S. The rule is by no means exact. We wish 
especially to point out the enormous deviation of the iron­
fluorides.

Furthermore we call attention to the fact that the ex­
perimental results of this work prove that the magnetism 
of the rhodium complexes are in conformity to the rule 
mentioned above, that when I) = 0, the substance is dia­
magnetic.

Chemical Part.
The collection of complex rhodium compounds left by 

S. M. Jørgensen at this laboratory covers about fifty salts, 
all of which have been prepared by S. M. Jorgensen in 
the years 1882—91. In a series of papers entitled “Beiträge 
zur Chemie der Rhodiumammoniakverbindungen”2 S. M. 
Jorgensen has given a detailed account of their prepara­
tion and chemical properties. We coniine ourselves to 
pointing out one fact, which is important for the present 
work in view of the magnetic purity of the substances 
here measured, namely: — The rhodium metal was clean­
sed through chloropentamminerhodium chloride, which salt 
it is easy to obtain in a high degree of purity (S. M. Jør­
gensen used this compound in determining the atomic 
weight of rhodium); many other complex rhodium com­
pounds were prepared using this compound as a mother­
substance. Thirty salts were selected, the crystals of which 
were well-formed and judging by appearances might be

1 D. M. Bose, Zeits. für Phys. 35, 219. 1925.
2 I—V J. pr. Ch. 27, 433. 1883. VI—VIII J. pr. Ch. 34, 394. 1885. 

IX J. pr. Ch. 44, 48. 1891.



8 Nr. 10. J. A. Christiansen and R. W. Asmussen:

supposed to have preserved their composition. However, 
ten compounds could not be measured because the amount 
of the substance after having been pulverized turned out 
to be too small for filling the glass tube. One more com­
pound was omitted because the analysis shewed that the 
composition differed considerably from that given by its 
formula. It is interesting to note that so many of these 
complex salts have preserved their original composition in 
the fifty years elapsed since their preparation.

The quantitative analysis of the compounds comprises 
estimations of rhodium, the halogen elements, water and 
nitrate. The analysis was in most cases performed as a 
microanalysis. The rhodium compounds here investigated 
leave after reduction in hydrogen rhodium metal; the pro­
cess may be represented by the following reaction, taking 
purpureo-rhodium chloride as an example: 

3H2 -> 2 Rh + 6 NH4C1 + 4 NH3.

It is possible to estimate in one and the same quantity of 
substance rhodium and halogen utilizing the wellknown 
method of Pregl in organic analysis of substances which 
contain halogen. The substance is weighed out into a por­
celain boat and placed in the combustion tube. The pearls 
of the tube are moistened with a solution of sodium sul­
phite. A thoroughly purified current of hydrogen is slowly 
passed through the combustion tube, which finally is heated 
very cautiously. After cooling, the boat is weighed and the 
tube washed out. The washing water is evaporated until 
the volume is 25 cc, and the halogen estimated by Vol­
hard’s method. — Blind tests gave no halogen. — Estim­
ations of ammonia gave too low values probably because 
the ammonia is decomposed in the presence of rhodium.
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The Results of Analysis.
Chloro-purpureo-compounds.

34.95 —

Rh . Cl2 Mol. = 294.44 Dried in the air(NH3)5J
Substance: 9.905 mg Rh: 3.641 mg

— : 9.665 - - : 3.379 - 0.985cc 0,1 n AgNO
S.M.J.: 34 .99 °/o Rh 36.09 % Cl

35.00 —
R.W. A. 34.94 — 35.66 —

34.96 —
Calc.: 34.95 — 36.13 —

[phC1
(NH3)6. (NO3)2 Mol. = 347.55 Dried at 100°

Substance : 9.736 mg Rh: 2.873 mg cc.AgNOg = 0.272
S.M. J.: 29.89 °/o Rh 10.09 % Cl
R.W. A.: 29.51 — 9.91
Calc. : 29 .64 — 10.20 —

,, C1. h(NH3)5. CO3-H2O Mol. — 301.55 Dried at 100°

Substance: 9.674 mg Rh: 3.277 mg cc AgNOg = 0.319
S.M.J.: 34 .00 % Rh
R.W. A.: 33 .87 — 11.68 °/o Cl
Calc. : 34 .13 — 11.76 —

SO4-|H2SO4 Mol. 393.15

Substance: 9.350 mg
S.M.J.: 26.29 % Rh
R.W. A.: 26.15 —
Calc,: 26.18 —

Rh: 2.444 mg
8.96 % Cl
8.97
9.03

Dried at 90°

ccAgNOg = 0.237
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Bromo-purpureo-compounds.

Kb Br
(NH3)5 Br2

Substance: 9.554 nig
S.M.J.: 24.08 7o Rb

Mol. 427.82 Dried at 100°

Rb: 2.307 nig ccAgNO3 = 6.631 
56.00 % Br

24.14 -
24.19

R.W. A.: 24.14
Calc.: 24.05

55.47
56.04

Rll /NTT I \(NH3)5J (NO3)2 Mol. 392.00 Dried at 100°

Substance : 9.826 mg Rb : 2.583 mg ccAgNO3 = 0.248
S.M.J.: No estimation 20.47 °/o Br
R.W. A. 26.28 °/o Rh 20.20
Calc.: 26 .25 20.39

Jodo-purpureo-compounds.

Rb (nh,)5J ■i.>

Substance: 9.476 nig
S.M.J.: 18.22 °/o Rb
R.W. A.: 18.04
Calc.: 18.10

Mol. 568.33

Rb: 1.709 mg
66.82 % J
66.25
66.94

Dried at 100°

ccAgNO3 = 0.495

J 
(NH3)5. (NO3)2 Mol. 439.01

Substance: 8.649 nig Rb : 2.035 nig
S. M.J.: No estimation 28.82 % J
R.W. A.: 23.52 % Rb 28.53

Dried al 100°

ccAgN()3 = 0.194

Calc.: 23.44 — 28.91
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Compounds containing Pyridine.

Mol. 525.47 Dried at 100°

It was found necessary to carry out a combustion in 
a current of air before the reduction in hydrogen. This is 
probably the reason for the rather bad chloride-estimations.

Sub stance: 7.583 mg Rh 1.481 mg ccAgNO3 = 0.389
S.M.J.: 19.50 % Rh 20.22 7o Cl

19.57
19.53

R.W. A. 19.52 18.18 —
Calc. : 19.59 - 20.24 —

Rh C'2 no3 Mo 1. 552.02 Dried at 100°py4J
Substan ce: 8.790 mg Rh : 1.641 mg cc AgNO3 = 0.286
S.M.J.: 18.73 7o Rh 12.71 % Cl

18.74
R.W. A. 18.67 11.55 —
Calc.: 18.64 - 12.85

Luteo-compounds.
[Rh(NH3)6]2(SO4)3-5H2O Mol. 788.5
Substance: 9.686 mg Rh : 2.459 mg
S.M.J.: 26.19 7o Rh

Dried in the air

R.W.A.: 26.31
Calc.: 26.10 

[Rh(NH3)6] (NO3)3 Mol. 391.12 Dried at 100°

As it turned out that this substance explodes when 
heated in the hydrogen current, we carried out the analysis



12 Nr. 10. J. A. Christiansen and R. W. Asmussen:

in the following way: — The substance was weighed out 
and repeatedly evaporated with HC1; this process converts 
the salt completely into luteorhodium chloride, which is 
dried at 100° and weighed. Finally the luteocompound is 
reduced in hydrogen.

Substance: 0.2139 g
S.M.J.: 26.38 °/o Rh

luteochloride : 0.1696 g
47.43 °/o NO3

Rh: 0.0563 g

R.W. A.: 26.32 — 47.50
Calc.: 26.31 47.56 —

Xantho-compounds.

Rh NO., 
(NH3)5. C2O4

Substance: 6.483 mg
S.M.J.: 31.66 % Rh

Mol. 322.08

Rh : 2.050 mg

Dried at 100°

R.W. A.: 31.61
Calc.: 31.95

S2O6-H2O Mol. 412.22 Dried over H., SO4

Water was estimated by healing at 100°.

Substance: 9.107 mg anhydride: 8.825 mg Rh: 2.313 mg
S.M.J.: 24.96 % Rh 4.40 % H2O
R.W. A. : 25.40 — 3.09 —
Calc.: 24.96 — 4.37 —

It is evident that the hydrate has lost water of cry­
stallisation. If we calculate our rhodium

anhydride we get for Rh NO.,
(nh3)5.

analysis to the

Found: 26.20 % Rh. Calc. : 26.11 °/o Rh.
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Mol. 358.09 Dried at 100°

The compound detonates when heated in hydrogen. It 
is converted into Xanthosulphate by means of H2SO4, the 
excess of which was evaporated and the reddish brown 
reaction-product reduced in hydrogen.

Substance: 0.1406 g
S.M.J.: 28.78 °/o Rh
R.W.A.: 28.73

Rh: 0.0404 g

Calc.: 28.74 °/o Rh

Roseo-compounds.
H2
(nh3)J Co(CN)6 Mol. 421.07 Dried at 100

The process of desiccation was carried out in five days.

Substance: 0.1730g. After drying: 0.1654g. Rh +Co: 0.0665 g 
S.M.J.: 38.40 °/o Rh + Co 4.39 % H2O

4.41 —
R.W.A.: 38.43 - - 4.39 —
Calc.: 38.44 - - 4.28 —

h2
(nh3)5J Mol. 694.08 Dried over H.,SO4

Loses water at 100
Substance: 0.3506 g Rh + Pt: 0.1508 g (H2O 0.0080 g)
S.M.J.: 43.01% Rh + Pt 2.48 % H2O
R.W. A.: 43.01 — — (2.28 — )
Calc.: 42.95 — — 2.59

Magnetic Measurements.
We have chosen the Guoy method for the determin­

ation of the magnetic susceptibilities. The principle of the 
method is shortly as follows: — The substance to be mea-
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sured is placed in a tube of glass which dips into the 
magnetic field between the pole-pieces of a magnet as

T

shown in Fig. 1. The pull is then measured by weighing.
The pull F is given by:

F = AA(zt-z»)(IJ?-H‘f)

in which equation the meaning of the letters is:

H1 — the field at the upper end of the column of substance
Ho — - — - - lower - - - — - —

= the volume susceptibility of the substance
x2 = - — — - - air
1 = the length of the column
A = the area (cross-sectional) of the column.

We re-write the above expression in the form:
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If the weight of the substance is p, then its density will 

be d = and we calculate the mass susceptibility of the 

substance measured:

Taking the volume susceptibility of the atmosphere equal 
to 0,03-10—6 we get:

106z =
0,03-1-A F

i k • — 
P P

1-A is determined by weighing out the tube with water; 
p and F are determined by the process of weighing. The 
apparatus-constant k is calculated by means of the results 
obtained when measurements are carried out with standard­
substances of carefully determined susceptibilities.

The arrangement of the apparatus is shown in Fig. 2. 
The balance is a Kuhlmann microbalance (Ultrawaage) 
with mechanical damping. The balance allows in ordinary 
analytical weighings an accuracy of 0,0005 mg and it is 
possible to estimate 0,0003 mg. However, the preciseness 
of the “magnetical” weighings is only 0,005 mg. The reason 
is probably to be sought in the suspension mechanism of 
the tube. The form of this tube is shown in Fig. 1, the 
taps T allow the tube to be placed vertically in the field 
by means of the cardanical suspension-arrangement shown 
in Fig. 3. S1LlS2 is a ring of brass, St and S2 are two 
holes into which the stirrup (brass also) fits. Lt and L2 
are two U-shaped indentations into which the taps T of 
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the tube fits. The stirrup is suspended by a 0,1 mm trans­
former wire from the arm of the balance. All connections are 
links of copper. The tube is let down into the gap between 
the pole-pieces through the brass-tube M; the iris diaphragm

B (from an ordinary camera shutter) is then nearly closed 
The gap between the pole-pieces is filled out with a copper- 
block (1,5 X o X o cm) which has a veilical boiing foi the 
tube and a horizontal one closed with glasswindows for the 
observer to ensure that the lower end of the tube is in the 
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right position in the field. Furthermore, the whole appa­
ratus is placed in a room of mill-board. Panes of glass 
allow the room to be illuminated from the outside. A piece 
of pitchblende is placed in the room and also in the ba­
lance case in order to eliminate possible electric charges. 
The pole-pieces were earthed. The screws S (in Fig. 2) 
allow us to give the magnet such a position that the axis 
of the brass-tube coincides with the suspension-wire. With 
regard to the position of the glass-tube in the field we
mention that the lower end of the tube is 
placed 1 mm above the lower horizontal tan­
gent-plane of the above mentioned horizon­
tal, circular boring. However, the measure­
ments have shown that a 1—2 mm’s displace­
ment from this position does not influence 
the results; neither does a 180 rotation about 
the vertical axis.

The current through the electromagnet is 
Fig. 3.

180 milliamps and is kept constant by means of a variable 
resistance. Variations in the current are easily observed 
when watching the swings of the balance through the tele­
scope. In the case of diamagnetic substances which give 
pulls of the order of 0,3 mg, a variation of ± 1 milliamp 
is of no significance. However, variations of this order 
considerably influence the pull when a paramagnetic sub­
stance is measured. The thermometer (T Fig. 2) in the 
pole-piece did not indicate any increase in the temperature 
during a measurement.

The mode of procedure in carrying out an experiment 
is described in the sequel. The glass-tube is cleansed by 
boiling it with dilute nitric acid, then washed with destilled 
water and dried by heating in a vacuum. The tube is

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 10. 2
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finally placed in the suspension arrangement and let down 
into the gap between the pole-pieces and left for 15 mi­
nutes. It is then weighed, the current turned on and weighed 
again. This process is repeated once more and the resulting 
pulls averaged. This blank experiment gives the “own puli’’ 
of the tube, which is very constant1. The finely pulverized 
substance is placed in the tube. This must be carried out 
very carefully. The substance is rammed into the tube by 
means of a glassrod which fits in the lube. Each portion of 
substance should give a height of 2 mm. The tube is packed 
until the length of the column corresponds to the calibration 
mark (72 mm) and is then left in the apparatus for 20 
minutes. The tube is then weighed, the current switched on 
and weighed again. This process is carried out 3 times. The 
pulls are averaged and the susceptibility calculated. The tube 
is filled once more with the same substance and the experi­
ment repeated. We quote as an example the observations for 
Bromo-purpureorhodium nitrate.

Empty tube: 3.153800 3.153796
+ field: 3.153765 3.153759

own pull 4-0.035 mg 4-0.037 mg mean 4-0.036 mg

Mean: 4-0.368 mg F = 4-0.332 mg p = 1.058764 g 
Calculation gives % = 4- 0.336- 10~6.

1. Packing Temperature 18°,0

Current-Milliamps................ 180.0 180.0 180.0
Tube -f- substance gr.......... 4.212565 4.212560 4.212560
+ field...................................... 2197 2194 2190

Force mg.................................. 4- 0.368 4- 0.366 4- 0.370

1 Some preliminary experiments were undertaken with different 
samples of glass in order to find out which kind of glass gives the 
smallest pull. It came out that specimens af B111 were best for our pur-
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Mean: -¿-0.379 mg F = -¿-0.347 mg p = 1.137864 g
X = -¿-0.324-10-°

Mean value of / = 4-| (0.336 + 0.324)- IO“6 = 4-0.33-IO ’6.

2. Packing Temperature 18°,0

Current-Milliamps................ 179.0 180.0 180.0
Tube + substance gr.......... 4.291665 4.291660 4.291662
-|- field gr................................ 1285 1285 1280

Force mg ................................ 4- 0.380 4- 0.375 4- 0.382

The susceptibilities have been calculated from the equa­
tion given above:

10° z = 0,03-1-A , , F- + k - - 
P P

The tube used in the experiment just stated had 1-A = 
0,832 cc. This ligure emerges as the result of several cali­
brations, using mercury and water as standard substances. 
F is given in milligrams and p in grams, k is determined 
experimentally using as a standard substance Fe(NH4)2(SO4)2 
•6H2O for which:

Zi7°,3 = 32,57-10 ° and 0 = 4-1 (Weiss-correction).1

The susceptibility for this substance is then known at any 
temperature wanted. It is important that k is a constant 
and this depends upon how constant Ho and H4 are as

2-1
k ~ u2——¡Et2 • Ho (between the pole-pieces) is a constant 

Ho Hi
but Ht decreases outwards. If, however, we use a column 
of substance sufficiently long Ht will be negligible compared 
to Ho. The sufficient length is determined experimentally.

pose. Later on a sample of glass of unknown origin which had a very 
small “own pull” was used. We mention that 59111, 16IV and pyrexglass 
are diamagnetic and R111 glass paramagnetic.

1 Jackson, Phil. Trans. 1924, A.224, 1.
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The standard substance is filled into the tube and for 
each portion the pull is measured. The packing is continued 
until the column is so long that the pull is constant.

Length of column pull
mm mg
7.0 0.003

16.5 0.145
27.5 3.82
41.5 13.81
49.0 14.62

57.0 14.96
65.0 15.04

68.5 15.07
72.0 15.07
78.0 15.07

Fig. 4.
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The result is shown in the plot Fig. 4. The pull is seen 
to be constant for lengths exceeding 65 mm. We have used 
72 mm as the length of the column of substance for all 
tubes. Using the same 1, we obtain the same value for k by 
different tubes. The value of k has been determined several 
times during the work as a control for the constancy of 
the field, k has been measured, using different tubes and 
different degrees of packing of the substance in the tube. 
The standard substance has been recrystallized twice of 
water containing sulphuric acid. The analysis gave the 
theoretical composition.

Tube 1

Tube 2

Values of k.

1.154 before recrystallization
1.147
1.145
1.142
1.137
1.136
1.138

The difference in the values for these two tubes is a con­
sequence of the uncertainty in fixing the calibration mark 
at 72 mm. k determinations using redestilled water as a 
standard-substance in the same tubes gave respectively 1.145 
and 1.137. The k values show the reproducibility of the 
measurements. We point out that the absolute length of 
the tube does not influence the results; the measurements 
are relative.

The results of our measurements are given in the table. 
We give the calculated susceptibilities and their mean. The 
susceptibilities are mass susceptibilities according to the
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usual custom. (International Critical Tables and Landolt- 
Börnstein’s Tables). The uncertainty is in most cases 4 °/o.

Temperature

18°,0

-¿-/•106

0.443
0.436

-¿-/•106 mean

0.440

(NO3)2 17°,5 0.316 0.316

Rh Cl co3 h2o
0.439
0.442

0.441(NH3)5

0.405
0.397

0.336
0.324

0.401

0.330

0.352
0.309
0.265.

0.338
0.347

0.377
0.387

0.251
0.244

0.333
0.337

0.343

0.382

0.248

0.335

1 The preparation contained some darker spots. The analysis of the 
substance gave the composition stated. The reason for the variation is 
not a finer and finer pulverization, because the effect did not occur with 
other substances.
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Temperature ¿-Z-106 mean

Rh™2 (NO3)2 17°,9
0.323 0.318

(N H3)5 0.314

[ Cl » 1 0.509 0.503Rh 2 CI 19°,0
L pyJ 0.497

r cl 0.340 0.341Rh 2 NO, 18°,5
L PÏ4. 0.342

r H,.n NO. 0.407 0.424Rh \ . H.,O 19°,5
(NH3)5 PtCI6 2 0.441

H.,O Co(CN)6 0.132 0.139Rh (NH3)5 19°,5
0.146

0.402 0.404[Rh (NHA 2(SO4)3-5H2O 19°,5
0.406

0.352 0.364Rh(NHA (NO3)3 20°,0
0.376

All the measurements in this paper have been carried
out by R. W. Asmussen.

We desire to thank the Carlsberg Fund for a grant which 
made possible this work and a work published earlier 
(R. W. Asmussen: Ueber die Konstitution der Peroxylamin- 
sulfosäure Z. anorg. u. allg. Ch. 212, 317, 1933).
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Copenhagen.
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In einer Reihe von Publikationen des Kopenhagener Ob­
servatoriums habe ich in den letzten Jahren das gesamte 

vorliegende numerische Material für eine Anzahl peri­
odischer Bahnklassen im problème restreint veröffentlicht, 
für die die Hauptresultate schon in älteren Arbeiten skiz­
ziert waren. Die jetzt vorliegende Abhandlung setzt diese 
Reihe von Publikationen fort, indem sie das ganze bis jetzt 
unveröffentlichte Material für eine Bahnklasse gibt, deren 
Hauptzüge in der Publ. 391 kurz angedeutet sind.

Die Untersuchungen über diese Bahnklasse nahmen 
schon im Jahre 1916 ihren Anfang. In der Publ. 26 unseres 
Observatoriums liegen die ersten Resultate veröffentlicht 
vor2. Es wurde die Existenz einer Klasse periodischer 
unsymmetrischer librationsähnlicher Bahnen um Lx fest­
gestellt, die in zwei Ejektionsbahnen in m2 bezw. m1 ihren 
vorläufigen Abschluss fanden. In der jetzt vorliegenden Ab­
handlung sind vier Vertreter dieser Bahnklasse aus der 
Publ. 26 reproduziert (die Figuren 1—4 in der Tafel am 
Schluss dieser Abhandlung): Zunächst eine Ejektionsbahn

1 Forms of periodic motion in the Restricted Problem and in the 
general Problem of Three Bodies, according to researches executed at 
the Observatory of Copenhagen. By Elis Strömgren. (A lecture delivered 
at the inter-Scandinavian Congress of Mathematicians at Helsingfors, July 
1922).

2 Über eine neue Art Librationen im problème restreint. Von E. Ström­
gren und J. Fischer-Petersen. (Auch Astr. Nachrichten. Jan. 1917).

1
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in m2, mit K — 9.21952 (Fig. 1), danach die librationsähn- 
liche Bahn K — 10.03918 (Fig. 2) und das Spiegelbild 
dieser Bahn in bezug auf die Achse, auch mit K = 10.03918 
(Fig. 3), und zum Schluss die Ejektionsbahn in mlf mit 
K = 9.21952 (Fig. 4), die das Spiegelbild der Bahn in 
Fig. 1 darstellt.

Die nach der Veröffentlichung der Puhl. 26 ausgeführten 
Arbeiten haben allmählich zu der Entwicklungsgeschichte 
geführt, die durch die beigefügte Tafel dargestellt ist (vgl. 
auch Fig. 31 der Publ. 39): nach der Ejektionsbahn in m1 
tritt eine Schleife auf (Fig. 5). Die Schleife erweitert sich 
während der darauf folgenden Entwicklung, und die Bahn 
schrumpft zusammen (Fig. 6); in Fig. 7 sind wir noch 
einen Schritt weiter gekommen: Schleife und Bahn haben 
jetzt beinahe dieselben Dimensionen. Es kommt nachher 
ein Stadium, wo Schleife und Bahn identisch sind, und 
von diesem Moment an kehrt die ganze Entwicklung um: 
die Schleife wird zur Bahn, und die Bahn wird zur Schleife. 
Wir können die Weiterentwicklung durch die Figuren 8, 9, 
10, 11, 12, 13 verfolgen, bis wir zur Bahn 14 = 1 gelangen, 
wo wir anfingen. Von hier aus können wir der Entwicklung 
noch weiter folgen, durch die Figuren 15, 16, 17, 18, 19, 20 
bis zur Fig. 21 =1, womit die ganze Entwicklungsgeschichte 
der Klasse durchlaufen ist.

Bezeichnend für die ganzen Resultate unserer Unter­
suchungen über die einfachperiodischen Bahnen im pro­
blème restreint ist es, dass entweder eine Klasse solcher 
Bahnen ein in sich geschlossenes System bildet, oder dass 
es möglich ist, für sie einen natürlichen Anfang und einen 
natürlichen Abschluss — zwei Grenzbahnen — zu finden. 
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In gewissen der zuletzt erwähnten Fälle liegt die eine 
Grenzbahn im Unendlichen, in anderen — sehr vielen — 
Fällen ist die eine Grenzbahn (oder beide) durch asymp­
totische Bahnen dargestellt, die durch unendlich viele 
Windungen in einen der Librationspunkte L4 und L5 (oder 
in beide) hineingehen. In einem Falle (Klasse m) fällt die 
eine Grenzbahn mit der Verbindungslinie zwischen den 
zwei endlichen Massen zusammen. Zu den zuerst oben 
erwähnten Klassen — denjenigen Bahnen, die in sich selbst 
geschlossene Systeme bilden — gehören die Librationen 
um L2 und Lg1 und ausserdem, wie wir gesehen haben, die 
in der vorliegenden Arbeit behandelte Klasse n.

1 Publ. des Kopenhagener Observatoriums No. 63 (auch Videnskaber­
nes Selskabs mathematisk-fysiske Meddelelser IX, 6).

Auf S. 6 ist eine Übersicht der bisjetzt nicht veröffent­
lichten Bahnen gegeben, und auf den S. 7—31 folgen die 
ausführlichen Rechnungsresultate. Die Bahnrechnungen 
sind von Herrn N. Bennedsen und von dem seither ver­
storbenen Herrn Sv. Thye ausgeführt worden. An der 
Umrechnung von E, F in £, t¡ haben die Herrn N. Ben­
nedsen, B. Svanhop und K. Steenberg Sørensen teil­
genommen. Die Figuren sind von Herrn Svanhop ge­
zeichnet worden.

Dem Carlsbergsfond bin ich für pekuniäre Unterstüt­
zung zum grossen Dank verpflichtet.

Universitäts-Observatorium, Kopenhagen.
Elis Strömgren.
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Übersicht über die gerechneten Bahnen.
F' 0 = 0, Fo = 0.

1. #0 = 1.0 K =-- 6.0
2. 6.034
3. (j.03868 periodisch
4. 7.0
5. 8.0

6. Eo = 1.4 K =: 4.2
7. 4.9
8.
9.

4.9188 periodisch
5.0

10. 8.0
11. 10.0

12. Eo ;= 1.52 K = 4.7
13. 4.74
14. 4.8
15. 4.85
16. 4.8723 periodisch
17. 4.875
18. 4.9
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B a h n 1.
Eo = 1.0, K = 6.0.

E F ê *7

0.000 + 1.00000 0.00000 + 0.54031 0.00000
0.015 1.00022 • + 0.05187 • 0.54084 — 0.04368
0.030 1.00090 0.10377 • 0.54245 0.08753
0.045 1.00204 0.15572- 0.54511 0.13174
0.060 1.00367 0.20775 0.54886 0.17649
0.075 1.00582- 0.25987 • 0.55359 0.22197
0.090 1.00855- 0.31211 0.55928 0.26838
0.105 1.01191 0.36449- 0.56585 0.31592
0.120 1.01597 0.41703 0.57327 0.36483
0.135 1.02081 0.46972 • 0.58140 0.41535
0.150 1.02653 0.52259- 0.59011 0.46771
0.165 1.03325 0.57563 • 0.59924 0.52221
0.180 1.04109 0.62885 0.60851 0.57915
0.195 1.05021 0.68222- 0.61770 0.63884
0.210 1.06077 • 0.73573- 0.62641 0.70162
0.225 1.07298 0.78935 0.63416 0.76786
0.240 1.08703- 0.84303 0.64041 0.83790
0.255 1.10319- 0.89671 0.64443 0.91212
0.270 1.12172 ■ 0.95031 • 0.64536 0.99090
0.285 1.14292 1.00375 0.64213 1.0745
0.300 1.16710- 1.05689 0.63340 1.1633
0.315 1.19463- 1.10958 0.61766 1.2572
0.330 1.22588 1.16163- 0.59309 1.3562
0.345 1.26123 • 1.21287 • 0.55757 1.4601
0.360 + 1.30110 • + 1.26299 • + 0.50873 — 1.5678
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y E F ê *7

0.375 + 1.34587 • + 1.31171 + 0.44405 — 1.6782
0.390 1.39593 • 1.35867 • 0.36081 1.7893
0.405 1.45161 1.40350 • 0.25654 1.8983
0.420 1.51316 1.44575 • + 0.12905 2.0014
0.435 1.58075 • 1.48497 — 0.02311 2.0940
0.450 1.65441 • 1.52067 0.20020 2.1708
0.465 1.73400 1.55237 0.40086 2.2254
0.480 1.81920 1.57962 0.62191 2.2516
0.495 1.90947 • 1.60202 0.85794 2.2455
0.510 2.00413 1.61926 • 1.1017 2.2014
0.525 2.10227 • 1.63114- 1.3444 2.1181
0.540 2.20291 • 1.63758 1.5767 1.9960
0.555 2.30499 1.63861 1.7896 1.8389
0.570 2.40742 • 1.63438 1.9752 1.6519
0.585 2.50920 1.62513- 2.1278 1.4428
0.600 2.60938 • 1.61117 2.2440 1.2201
0.615 2.70719 1.59282 • 2.3227 0.99204
0.630 2.80195 • 1.57044- 2.3651 0.76637
0.645 2.89316 • 1.54436- 2.3741 0.54973
0.660 2.98045 • 1.51491 • 2.3536 0.34701
0.675 3.06352 • 1.48239- 2.3082 - 0.16289
0.690 3.14224- 1.44707 • 2.2429 + 0.00130
0.705 3.21654 • 1.40922 • 2.1624 0.14409
0.720 3.28641 • 1.36907 2.0711 0.26534
0.735 3.35192 • 1.32684 • 1.9727 0.36577
0.750 3.41317 1.28276 1.8707 0.44655
0.765 3.47028 1.23702 • 1.7678 0.50922
0.780 3.52342 • 1.18982 1.6661 0.55562
0.795 3.57276 1.14134 1.5673 0.587 53
0.810 3.61847 • 1.09175 • 1.4726 0.60676
0.825 3.66075 1.04122 1.3830 0.61513
0.840 3.69976 • 0.98989 1.2988 0.61420
0.855 3.73570 0.93789- 1.2206 0.60544
0.870 + 3.76871 • + 0.88536 — 1.1483 + 0.59011
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y E F £

0.885 + 3.79898 + 0.83239 — 1.0821 + 0.56943
0.900 3.82663 • 0.77908- 1.0215 0.54433
0.915 3.85182 • 0.72552 • 0.96668 0.51567
0.930 3.87467 0.67178- 0.91722 0.4841 1
0.945 3.89528- 0.61791 • 0.87296 0.45029
0.960 3.91377 • 0.56397 0.83340 0.41467
0.975 3.93023- 0.50998 • 0.79848 0.37768
0.990 3.94474 0.45599 0.76790 0.33959
1.005 3.95737 0.40201 0.74143 0.30072
1.020 3.96818- 0.34806 0.71883 0.26124
1.035 3.97723- 0.29414 • 0.69993 0.22134
1.050 3.98457 0.24027 0.68454 0.18112
1.065 3.99022 0.18644 0.67254 0.14071
1.080 3.99422 • 0.13265 0.66380 0.10018
1.095 3.99660 0.07889 0.65827 0.05959
1.110 3.99736- + 0.02515- 0.65584 4- 0.01899
1.125 3.99652 • - 0.02855- 0.65654 — 0.02155
1.140 + 3.99408 - 0.08226- — 0.66034 -0.06201

Bahn 2.
Eo = 1.0, K = 6.034.

V E F ê *7

0.000 + 1.00000 0.00000 + 0.54031 0.00000
0.015 1.00022 + 0.05182 • 0.54084 — 0.04363
0.030 1.00089 0.10367 0.54245 0.08744
0.045 1.00202 0.15557 0.54512 0.13161
0.060 1.00363 0.20754 0.54886 0.17630
0.075 1.00577 0.25961 0.55359 0.22173
0.090 1.00847 0.31180 0.55929 0.26808
0.105 1.01180 0.36411 0.56589 0.31556
0.120 1.01582 0.41658 0.57331 0.36438
0.135 + 1.02061 + 0.46921 + 0.58147 — 0.41479
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y E F £ *7

0.150 4- 1.02628 4- 0.52202 4- 0.59019 — 0.46709
0.165 1.03294 0.57499 0.59935 0.52146
0.180 1.04072 0.62813 0.60867 0.57829
0.195 1.04977 0.68142 0.61789 0.63781
0.210 1.06025 0.73485 0.62664 0.70042
0.225 1.07236 0.78838 0.63446 0.76647
0.240 1.08631 0.84197 0.64084 0.83628
0.255 1.10235 0.89555 0.64499 0.91028
0.270 1.12074 0.94905 0.64607 0.98874
0.285 1.14178 1.00238 0.64306 1.0721
0.300 1.16580 1.05541 0.63460 1.1604
0.315 1.19313 1.10799 0.61924 1.2539
0.330 1.22415 1.15994 0.59510 1.3526
0.345 1.25925 1.21104 0.56016 1.4559
0.360 1.29883 1.26104 0.51206 1.5632
0.375 1.34328 1.30964 0.44827 1.6732
0.390 1.39297 1.35650 0.36618 1.7840
0.405 1.44823 1.40121 0.26324 1.8926
0.420 1.50933 1.44337 4- 0.13732 1.9956
0.435 1.57642 1.48250 — 0.01302 2.0884
0.450 1.64953 1.51812 0.18808 2.1655
0.465 1.72853 1.54977 0.38662 2.2212
0.480 1.81309 1.57698 0.60544 2.2492
0.495 1.90271 1.59937 0.83913 2.2444
0.510 1.99668 1.61661 1.0812 2.2027
0.525 2.09412 1.62850 1.3225 2.1220
0.540 2.19406 1.63496 1.5538 2.0033
0.555 2.29543 1.63601 1.7663 1.8492
0.570 2.39717 1.63180 1.9522 1.6660
0.585 2.49826 1.62256 2.1056 1.4603
0.600 2.59779 1.60859 2.2238 1.2406
0.615 2.69495 1.59022 2.3038 1.0152
0.630 2.78909 1.56780 2.3484 0.79193
0.645 + 2.87971 4- 1.54168 — 2.3599 — 0.57715
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V E F ê

0.660 + 2.96641 + 1.51217 — 2.3421 — 0.37613
0.675 3.04895 1.47959 2.2996 0.19259
0.690 3.12717 1.44421 2.2370 — 0.02886
0.705 3.20100 1.40629 2.1591 4- 0.11387
0.720 3.27045 1.36607 2.0702 0.23547
0.735 3.33558 1.32380 1.9741 0.33654
0.750 3.39649 1.27967 1.8742 0.41823
0.765 3.45332 1.23389 1.7734 0.48206
0.780 3.50623 1.18667 1.6729 0.52974
0.795 3.55539 1.13817 1.5755 0.56305
0.810 3.60099 1.08858 1.4819 0.58382
0.825 3.64319 1.03804 1.3932 0.59370
0.840 3.68220 0.98672 1.3098 0.59433
0.855 3.71817 0.93473 1.2320 0.58709
0.870 3.75127 0.88221 1.1601 0.57327
0.885 3.78167 0.82926 1.0940 0.55404
0.900 3.80951 0.77597 1.0336 0.53031
0.915 3.83492 0.72243 0.97870 0.50293
0.930 3.85803 0.66870 0.92912 0.47261
0.945 3.87895 0.61483 0.88462 0.43991
0.960 3.89778 0.56089 0.84490 0.40536
0.975 3.91462 0.50690 0.80975 0.36932
0.990 3.92953 0.45290 0.77890 0.33215
1.005 3.94259 0.39890 0.75208 0.29409
1.020 3.95386 0.34492 0.72918 0.25536
1.035 3.96340 0.29097 0.70992 0.21612
1.050 3.97124 0.23705 0.69420 0.17648
1.065 3.97742 0.18316 0.68183 0.13663
1.080 3.98197 0.12930 0.67276 0.09658
1.095 3.98490 0.07546 0.66690 0.05641
1.110 3.98625 + 0.02164 0.66414 + 0.01618
1.125 + 3.98599 — 0.03218 — 0.66440 — 0.02406
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Bahn 3. 
Periodisch.

Eo = 1.0, K = 6.03868.

y E F £ *7

0.000 + 1.00000 0.00000 + 0.54031 0.00000
0.015 1.00022 + 0.05182 0.54088 — 0.04363
0.030 1.00089 0.10365 • 0.54246 0.08742
0.045 1.00201 • 0.15555 0.54512 0.13159
0.060 1.00362 • 0.20751 0.54888 0.17628
0.075 1.00576 0.25957 • 0.55359 0.22170
0.090 1.00846 0.31175 • 0.55929 0.26804
0.105 1.01178- 0.36405 • 0.56589 0.31542
0.120 1.01580 0.41652 0.57331 0.36423
0.135 1.02058 0.46914 0.58149 0.41474
0.150 1.02624 • 0.52194 0.59021 0.46700
0.165 1.03289 • 0.57490 0.59938 0.52136
0.180 1.04067 0.62803 0.60869 0.57815
0.195 1.04971 0.68132 0.61791 0.63767
0.210 1.06018 0.73473 0.62667 0.70025
0.225 1.07227 • 0.78824 • 0.63449 0.76627
0.240 1.08621 0.84182 • 0.64090 0.83606
0.255 1.10223 • 0.89539 0.64506 0.91000
0.270 1.12060 • 0.94887• 0.64619 0.98840
0.285 1.14162 • 1.00219 0.64317 1.07170
0.300 1.16562 1.05520 • 0.63476 1.16000
0.315 1.19292 1.10777 0.61946 1.25352
0.330 1.22391 1.15971 0.59539 1.35210
0.345 1.25897 • 1.21078 • 0.56039 1.45537
0.360 1.29851 • 1.26077 0.51252 1.56273
0.375 1.34292 1.30935 • 0.44885 1.67250
0.390 1.39256 1.35620 0.36692 1.78317
0.405 1.44776 • 1.40089 0.26417 1.89187
0.420 1.50880 1.44304 + 0.13847 1.99481
0.435 1.57582 1.48216 - 0.01167 2.08762
0.450 + 1.64885• -p 1.51/// — 0.18640 — 2.16480



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 13

V’ E F £ *7

0.465 + 1.72777 • + 1.54941 — 0.38465 — 2.22055
0.480 1.81224- 1.57661 • 0.60316 2.24879
0.495 1.90177 • 1.59900 • 0.83680 2.24420
0.510 1.99563 1.61624- 1.07842 2.20290
0.525 2.09299 • 1.62813 • 1.31947 2.12260
0.540 2.19284 1.63460 1.55067 2.00429
0.555 2.29411 1.63565 1.76312 1.85079
0.570 2.39575 • 1.63144- 1.94900 1.66785
0.585 2.49675 1.62220 ■ 2.10252 1.46263
0.600 2.59619 1.60823- 2.22030 1.24337
0.615 2.69326 1.58986 2.30105 1.01845
0.630 2.78731 • 1.56743• 2.34606 0.79548
0.645 2.87785- 1.54131 2.35794 0.58092
0.660 2.96447 1.51179 2.34050 0.38010
0.675 3.04694 1.47920- 2.29837 0.19666
0.690 3.12509 1.44381 • 2.23685 — 0.03302
0.705 3.19885- 1.40588- 2.15860 + 0.10971
0.720 3.26824 • 1.36565 • 2.07005 0.23134
0.735 3.33332 • 1.32338 1.97427 0.33252
0.750 3.39419 1.27924 ■ 1.87461 0.41434
0.765 3.45098 1.23345- 1.77367 0.47830
0.780 3.50386 1.18623- 1.67372 0.52616
0.795 3.55299- 1.13773- 1.57652 0.55968
0.810 3.59858 1.08814 1.48320 0.58066
0.825 3.64076 • 1.03760 1.39457 0.59074
0.840 3.67977• 0.98628 • 1.31123 0.59173
0.855 3.7157 5 0.93429- 1.23360 0.58458
0.870 3.74886- 0.88177• 1.16180 0.57086
0.885 3.77928 0.82883 1.09568 0.55191
0.900 3.80714- 0.77554 1.03522 0.52836
0.915 3.83258- 0.72200 • 0.98032 0.50116
0.930 3.85573- 0.66827• 0.93078 0.47101
0.945 3.87669- 0.61440• 0.88622 0.43848
0.960 + 3.89557 • 4- 0.56046- — 0.84648 + 0.40407



14 Nr. 11. Elis Strömgren:

B a h n 4.

V E F f »?

0.975 + 3.91246- + 0.50647 • - 0.81130 + 0.36817
0.990 3.92743 0.45247 0.78038 0.33105
1.005 3.94055 0.39847 0.75358 0.29320
1.020 3.95188 0.34448- 0.73058 0.25454
1.035 3.96149 0.29053 0.71130 0.21540
1.050 3.96940 0.23660 • 0.69550 0.17588
1.065 3.97565 • 0.18270 • 0.68313 0.13608
1.080 3.98028 0.12884 0.67398 0.09609
1.095 3.98328 • 0.07498 • 0.66807 i 0.05597
1.110 3.98472 + 0.02115- 0.66529 + 0.01580
1.125 + 3.98453- — 0.03268 — 0.66563 - 0.02440

Eo = 1.0, K = 7.0.

E F ê »?

0.00 + 1.00000 0.00000 + 0.54031 0.00000
0.02 1.00027• + 0.06709 0.54129 - 0.05651
0.04 1.00112 0.13421 • 0.54422 0.11336
0.06 1.00257 0.20141 • 0.54909 0.17091
0.08 1.00470 0.26872 0.55582 0.22955
0.10 1.00761 0.33615 • 0.56434 0.28962
0.12 1.01142 • 0.40374 • 0.57450 0.35158
0.14 1.01631 ■ 0.47148- 0.58611 0.41586
0.16 1.02248 • 0.53937 • 0.59894 0.48296
0.18 1.03018- 0.60739 • 0.61254 0.55340
0.20 1.03970- 0.67549 • 0.62647 0.62777
0.22 1.05139 0.74360 • 0.64003 0.70669
0.24 1.06564 • 0.81162 0.65227 0.79082
0.26 1.08293 0.87941 0.66199 0.88086
0.28 1.10377 0.94677 • 0.66756 0.97748
0.30 1.12874 ■ 1.01348 0.66694 1.0811
0.32 + 1.15850 + 1.07921 0.6 a 7 6 3 — 1.1922



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 15

V’ E F *7

0.34 + 1.19373 + 1.14359 4- 0.63634 — 1.3106
0.36 1.23515 1.20614 0.59944 1.4357
0.38 1.28347 1.26628- 0.54262 1.5660
0.40 1.33935- 1.32335 • 0.46131 1.6984
0.42 1.40335 1.37657 0.35114 1.8285
0.44 1.47579 1.42505 0.20863 1.9500
0.46 1.55675 1.46787 4- 0.03211 2.0546
0.48 1.64591 1.50408 — 0.17719 2.1328
0.50 1.74253 1.53277 0.41415 2.1750
0.52 1.84526 1.55318 0.66916 2.1730
0.54 1.95298 1.56478 0.93064 2.1213
0.56 2.06331 1.56726 1.1826 2.0200
0.58 2.17441 1.56067 1.4111 1.8738
0.60 2.28430 1.54527 1.6043 1.6921
0.62 2.39126 1.52160 1.7547 1.4869
0.64 2.49387 1.49035 1.8597 1.2711
0.66 2.59112 1.45226 1.9205 1.0563
0.68 2.68240 1.40814 1.9420 0.85182
0.70 2.76742 1.35876 1.9307 0.66419
0.72 2.84619 1.30485 1.8934 0.49721
0.74 2.91895 1.24708 1.8372 0.35249
0.76 2.98606 1.18607 1.7682 0.22994
0.78 3.04798 1.12237 1.6914 0.12845
0.80 3.10521 1.05648 1.6109 0.04599
0.82 3.15824- 0.98881 1.5287 4- 0.01925
0.84 3.20756- 0.91976 1.4505 0.06955
0.86 3.25361 • 0.84963 1.3745 0.10682
0.88 3.29677 0.77870 1.3038 0.13309
0.90 3.33738- 0.70719 1.2366 0.14934
0.92 3.37573 0.63528 1.1753 0.15750
0.94 3.41203 • 0.56310 1.1205 0.15852
0.96 3.44648 0.49076 • 1.0711 0.15331
0.98 3.47920 0.41833 1.0273 0.14264
1.00 + 3.51028 4- 0.34583- — 0.98915 + 0.12713



16 Nr. 11. Elis Strömgren:

V E F 1

1.02 + 3.53978 + 0.27330 — 0.95640 + 0.10730
1.04 3.56771 • 0.20072 0.92898 0.08352
1.06 3.59408 0.12806 • 0.90676 0.05614
1.08 3.61883- + 0.05529 • 0.88962 + 0.02541
1.10 3.64191 • - 0.01763 0.87756 - 0.00846
1.12 + 3.66323 • - 0.09078 - 0.87058 - 0.04530

Bahn 5.
Eo = 1.0, K = 8.0.

E F £ 77

0.00 + 1.00000 0.00000 + 0.54031 0.00000
0.02 1.00015 • + 0.06494 0.54131 - 0.05469
0.04 1.00063 • 0.12989 • 0.54432 0.10966
0.06 1.00147 0.19488- 0.54934 0.16518
0.08 1.00272 0.25991 • 0.55629 0.22157
0.10 1.00448 0.32499 • 0.56510 0.27911
0.12 1.00685 0.39012 0.57571 0.33814
0.14 1.00998 0.45527 ■ 0.58795 0.39899
0.16 1.01404 • 0.52044 0.60163 0.46205
0.18 1.01924 • 0.58557 0.61646 0.52772
0.20 1.02583 0.65060 • 0.63201 0.59644
0.22 1.03408 0.71545 • 0.64786 0.66867
0.24 1.04432 • 0.78002 0.66327 0.74488
0.26 1.05693 0.84415 • 0.67733 0.82560
0.28 1.07232 0.90767 • 0.68892 0.91128
0.30 1.09094 0.97036 0.69660 1.0024
0.32 1.11329 • 1.03194- 0.69852 1.0991
0.34 1.13990 • 1.09209 • 0.69250 1.2016
0.36 1.17130 • 1.15042 0.67602 1.3096
0.38 1.20803 1.20646- 0.64601 1.4222
0.40 1.25057 1.25970 0.59936 1.5379
0.42 1.29932 • 1.30952 • 0.53286 1.6543
0.44 1 1.35458 • + 1.35527• + 0.44362 - 1.7678



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 17

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII. 11.

Y’ E F £ >7

0.46 + 1.41643- + 1.39623- + 0.32959 — 1.8737
0.48 1.48472 1.43167 0.19019 1.9661
0.50 1.55901 1.46084 ■ + 0.02676 2.0386
0.52 1.63856 1.48309 • — 0.15688 2.0850
0.54 1.72231 • 1.49784 0.35439 2.0998
0.56 1.80897 1.50468 0.55736 2.0799
0.58 1.89705- 1.50339 0.75628 2.0245
0.60 1.98503 • 1.49396- 0.94170 1.9362
0.62 2.07146 1.47660 • 1.1056 1.8202
0.64 2.15503- 1.45167 • 1.2423 1.6833
0.66 2.23473 1.41970 1.3488 1.5334
0.68 2.30983 1.38127 • 1.4250 1.3780
0.70 2.37989 1.33705 • 1.4728 1.2234
0.72 2.44477 • 1.28771 1.4956 1.0743
0.74 2.50457 1.23388 1.4975 0.93484
0.76 2.55953- 1.17619 • 1.4829 0.80634
0.78 2.61007 • 1.11521 • 1.4560 0.68990
0.80 2.65666 1.05147 1.4205 0.58557
0.82 2.69980- 0.98542 • 1.3796 0.49290
0.84 2.74003- 0.91749 1.3358 0.41106
0.86 2.77785 0.84803 1.2912 0.33919
0.88 2.81372 0.77736 • 1.2475 0.27632
0.90 2.84807 • 0.70577 1.2057 0.22158
0.92 2.88129 0.63346 • 1.1668 0.17414
0.94 2.91369 0.56065 1.1313 0.13341
0.96 2.94554 0.48748 1.0997 0.09877
0.98 2.97706- 0.41408 1.0723 0.06978
1.00 3.00842- 0.34055 1.0492 0.04609
1.02 3.03975 0.26696- 1.0305 0.027467
1.04 3.07111 0.19337 1.0162 0.013702
1.06 3.10253- 0.11979 1.0064 0.004689
1.08 3.13402 + 0.04624 1.0010 0.000350
1.10 3.16551 • — 0.02730 1.0001 0.000653
1.12 + 3.19693- — 0.10085 — 1.0036 — 0.005588

2



18 Nr. 11. Elis Strömgren:

Bahn 6.
Eo = 1.4, K = 4.2.

V E F ê *1

0.00 + 1.40000 0.00000 + 0.16997 0.00000
0.04 1.40471 + 0.13832 • 0.16690 — 0.13685
0.08 1.41910 • 0.27696 0.15694 0.27730
0.12 1.44405 0.41610 0.13751 0.42478
0.16 1.48104 0.55572 0.10386 0.58241
0.20 1.53226- 0.69538 + 0.04823 0.75223
0.24 1.60071 0.83408 — 0.04090 0.93380
0.28 1.69005 0.96998 • 0.17959 1.12140
0.32 1.80456 1.10011 • 0.38652 1.29949
0.36 1.94832 • 1.22054- 0.67884 1.43807
0.40 2.12430 1.32641 • 1.06002 1.48960
0.44 2.33259- 1.41309 1.50197 1.39842
0.48 2.56984 1.47720 1.93795 1.12346
0.52 2.82891 1.51762 • 2.27442 0.66787
0.56 3.10054- 1.53489 • 2.42606 — 0.09080
0.60 + 3.37471 4- 1.52965 • — 2.35126 + 0.50821

Bahn 7.
Eo = 1.4, K = 4.9.

E F £ r/

0.00 + 1.40000 0.00000 + 0.16997 0.00000
0.02 1.40111 + 0.06714- 0.16925 — 0.06623
0.04 1.40445 • 0.13431 0.16707 0.13285
0.06 1.41008 • 0.20152 • 0.16327 0.20028
0.08 1.41808 0.26878 • 0.15765 0.26887
0.10 1.42855 0.33611 0.14986 0.33901
0.12 1.44165- 0.40348- 0.13940 0.41107
0.14 1.45757 • 0.47088 • 0.12575 0.48536
0.16 + 1.47654 + 0.53822 + 0.10809 — 0.56207



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 19

9*

E F £ 77

0.18 + 1.49881• + 0.60546- + 0.08552 — 0.64146
0.20 1.52471 0.67245 • 0.05689 0.72351
0.22 1.55456 0.73905 + 0.02088 0.80807
0.24 1.58877 0.80503 — 0.02412 0.89470
0.26 1.62774 0.87014 0.07985 0.98260
0.28 1.67192 • 0.93405 0.14830 1.0704-
0.30 1.72177 0.99635- 0.23145 1.1563
0.32 1.77772 1.05660 • 0.33122 1.2375
0.34 1.84016 • 1.11428 0.44915 1.3106
0.36 1.90947 1.16880- 0.58621 1.3711
0.38 1.98573 1.21962 0.74203 1.4141
0.40 2.06909- 1.26607 0.91496 1.4340
0.42 2.15945 1.30757 1.1015 1.4250
0.44 2.25639- 1.34364- 1.2959 1.3825
0.46 2.35934 1.37395 1.4910 • 1.3033
0.48 2.46750 • 1.39818 1.6778 1.1862
0.50 2.58001 1.41621 1.8469 1.0328
0.52 2.69571 1.42811 1.9897 0.84762
0.54 2.81351 1.43400 2.0987 • 0.63754
0.56 2.93230 1.43408- 2.1686- 0.41111
0.58 3.05097 1.42855 2.1970 • — 0.17835
0.60 3.16852 1.41762 2.1840 + 0.05230
0.62 3.28398 1.40150 2.1319- 0.27108
0.64 3.39649 1.38032 2.0456 0.46958
0.66 3.50527 • 1.35424- 1.9309 0.64309
0.68 3.60964 • 1.32339- 1.7949 0.78724
0.70 3.70903 • 1.28797 • 1.6449 0.90016
0.72 3.80296 1.24816- 1.4880 0.98177
0.74 3.89108 1.20426- 1.3302 1.0336
0.76 3.97319 1.15660 1.1768 • 1.0585
0.78 4.04913 1.10546- 1.0318 1.0597
0.80 4.11900 1.05132 0.89774 1.0412 •
0.82 4.18283- 0.99451 • 0.77625 1.0070-
0.84 + 4.24086 + 0.93550 • — 0.66796 + 0.96042



20 Nr. 11. Elis Strömgren:

ip E F 1 ?]

0.80 + 4.29332 + 0.87460 — 0.57273 + 0.90474
0.88 4.34048 0.81218 0.48999 0.84264
0.90 4.38259 0.74852 • 0.41888 0.77618
0.92 4.41999 0.68392 0.35832 0.70715
0.94 4.45297 0.61859 0.30719 0.63679
0.96 4.48176 • 0.55273 0.26440 0.56592
0.98 4.50665 • 0.48647 0.22894 0.49522
1.00 4.52784- 0.41994 0.19992 0.42505
1.02 4.54554 • 0.35324 0.17655 0.35562
1.04 4.55991 0.28641 0.15815 0.28697
1.06 4.57108 • 0.21954 0.14424 0.21910
1.08 4.57916 0.15262 • 0.13439 0.15186
1.10 4.58426 0.08570 0.12826 0.08510
1.12 4.58639 • + 0.01877 0.12569 + 0.01862
1.14 4.58559 — 0.04815 • 0.12660 — 0.04778
1.16 + 4.58185 — 0.11507 • — 0.13103 — 0.11434

Bahn 8. 
Periodisch.

Eo = 1.4, K = 4.9188.

E F f *7

0.00 + 1.40000 0.00000 + 0.16997 0.00000
0.02 1.40111 + 0.06709 0.16925 — 0.06618
0.04 1.40445 0.13420 0.16706 0.13273
0.06 1.41006- 0.20136 0.16329 0.20010
0.08 1.41805 0.26856 • 0.15767 0.26864
0.10 1.42850 0.33583 0.14990 0.33862
0.12 1.44159 0.40314 • 0.13946 0.41071
0.14 1.45752 0.47046 0.12578 0.48488
0.16 1.47642 0.53775 0.10819 0.56152
0.18 1.49865 • 0.60491 • 0.08567 0.64080
0.20 + 1.52450 • + 0.67183 • + 0.05712 — 0.72273



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 21

y E F 1 r;

0.22 + 1.55430 + 0.73835 + 0.02120 — 0.80718
0.24 1.58845 0.80424 — 0.02368 0.89366
0.26 1.62735 0.86926- 0.07926 0.98138
0.28 1.67144- 0.93308• 0.14749 1.06905
0.30 1.72118- 0.99529 0.23032 1.15480
0.32 1.77701 • 1.05544 • 0.32979 1.23587
0.34 1.83931 1.1 1302 ■ 0.44729 1.30882
0.36 1.90845 1.16743- 0.58385 1.36933
0.38 1.98452 • 1.21813 0.73905 1.41257
0.40 2.06767 • 1.26446 0.91132 1.43237
0.42 2.15778 1.30585 1.09712 1.42387
0.44 2.25444 1.34181 1.29083 1.38178
0.46 2.35709 1.37199 1.48494 1.30350
0.48 2.46493 • 1.39610 1.67119 1.18722
0.50 2.57708 1.41400 1.83967 1.03528
0.52 2.69239 1.42577 • 1.98236 0.85138
0.54 2.80978 1.43153 2.09124 0.64304
0.56 2.92815 1.43148 2.16171 0.41794
0.58 3.04639- 1.42581 • 2.19085 — 0.18635
0.60 3.16352 1.41476 2.17875 + 0.04246
0.62 3.27855 1.39853 2.12795 0.25956
0.64 3.39064 1.37725 2.04305 0.45742
0.66 3.49902 • 1.35109 • 1.93013 0.63023
0.68 3.60302 • 1.32019 1.79584 0.77405
0.70 3.70209- 1.28475- 1.64759 0.88704
0.72 3.79574 1.24495 • 1.49217 0.96895
0.74 3.88362 1.20109- 1.33590 1.02138
0.76 3.96554 1.15349 1.18368 1.04708
0.78 4.04139 1.10244- 1.03948 1.04928
0.80 4.11112 • 1.04840 0.90611 1.03186
0.82 4.17491 0.99171 0.78508 0.99855
0.84 4.23294 0.93282 0.67699 0.95302
0.86 4.28542 • 0.87204 0.58180 0.89824
0.88 + 4.33265 • + 0.80974 — 0.49898 + 0.83697



22 Nr. 11. Elis Strömgren:

Bahn 9.

V E F £

0.90 4- 4.37485 4- 0.74621 • — 0.42772 + 0.77130
0.92 4.41237 0.68173 0.36691 0.70290
0.94 4.44545 • 0.61651 0.31551 0.63307
0.96 4.47437 • 0.55075 0.27244 0.56269
0.98 4.49939 • 0.48458 0.23669 0.49238
1.00 4.52072 • 0.41813 0.20739 0.42253
1.02 4.53857 ■ 0.35150 0.18372 0.35338
1.04 4.55306 0.28473- 0.16513 0.28494
1.06 4.56434- 0.21791 • 0.15102 0.21724
1.08 4.57253 0.15104- 0.14097 0.15014
1.10 4.57774 0.08415 • 0.13472 0.08349
1.12 4.57997 + 0.01725 • 0.13205 + 0.01710
1.14 4.57926 — 0.04964 • 0.13290 — 0.04922
1.16 + 4.57561 — 0.11655 — 0.13728 — 0.11546

Eo — 1.4, K = 5.

V E F ê

0.00 4- 1.40000 0.00000 + 0.16997 0.00000
0.04 1.40442 + 0.13372 • 0.16709 — 0.13227
0.08 1.41793 0.26760 0.15776 0.26764
0.12 1.44130 • 0.40165 • 0.13969 0.40908
0.16 1.47589 0.53569 • 0.10869 0.55916
0.20 1.52362 • 0.66915 + 0.05812 0.71941
0.24 1.58706- 0.80086 — 0.02176 0.88912
0.28 1.66937 0.92890 • 0.14401 1.06322
0.32 1.77395 1.05042 • 0.32370 1.22874
0.36 1.90404 1.16150 0.57372 1.36156
0.40 2.06154 1.25750 0.89576 1.42542
0.44 2.24604 1.33388 • 1.26868 1.37858
0.48 2.45379- 1.38708 1.64296 1.19138
0.52 + 2.67803 + 1.41568 - 1.95091 — 0.86664



Eine Klasse unsymm. librationsähnl. periodischer Bahnen. 23

V E F £ *7

0.50 + 2.91026 4- 1.42021 • — 2.13152 — 0.44666
0.60 3.14190 1.40242 2.15550 4- 0.00059
0.64 3.36538 1.36400- 2.03176 0.40568
0.68 3.57445 1.30636 1.79900 0.71768
0.72 3.76449 • 1.23111 1.50945 0.91390
0.76 3.93249 1.14005 1.21189 0.99790
0.80 4.07712 1.03580 0.94120 0.99102
0.84 4.19876 0.92122 • 0.71500 0.92074
0.88 4.29885 0.79923 0.53718 0.81230
0.92 4.37942 • 0.67224 0.40353 0.68426
0.96 4.44248 0.54217 0.30681 0.54852
1.00 4.48995 • 0.41029 0.23944 0.41151
1.04 4.52336 0.27749 0.19518 0.27606
1.08 4.54389- 0.14420 • 0.16945 0.14265
1.12 4.55223 4- 0.01072 0.15948 4- 0.01059
1.16 4- 4.54861 — 0.12288 — 0.16428 — 0.12154

Bahn 10.
Eo = 1.4, K = 8.

E F £

0.00 4- 1.40000 0.00000 4- 0.16997 0.00000
0.04 1.40328 4- 0.11490 0.16783 - 0.11359
0.08 1.41328 • 0.22945 0.16101 0.22869
0.12 1.43050- 0.34322 0.14816 0.34656
0.16 1.45573 0.45558 0.12694 0.46838
0.20 1.49016 0.56559 0.09378 0.59429
0.24 1.53513 0.67197 • 4- 0.04402 0.72323
0.28 1.59225- 0.77290 — 0.02819 0.85198
0.32 1.66312 0.86590 0.12896 0.97407
0.36 1.74897 • 0.94808 0.26306 1.07927
0.40 1.85036- 1.01605 0.43105 1.15353
0.44 4- 1.96668- + 1.06687 0.62673 — 1.18197



24 Nr. 11. Elis Strömgren:

E F ê

0.48 + 2.09595 + 1.09640 — 0.83410 1.15047
0.52 2.23486- 1.10412 • 1.03174 1.05724
0.56 2.37951 1.08934 • 1.19597 0.90996
0.60 2.52603 1.05334 1.31288 0.72710
0.64 2.67136 • 0.99869 • 1.37423 0.53156
0.68 2.81362 • 0.92849 1.38494 0.34395
0.72 + 2.95179 • + 0.84623 — 1.35516 — 0.17940

B ah n 11.
Eo = 1.4, K = 10.

E F £ 77

0.00 + 1.40000 0.00000 + 0.16997 0.00000
0.04 1.40245 + 0.10044 0.16840 — 0.09918
0.08 1.40989 ■ 0.20033 0.16343 0.19902
0.12 1.42266 0.29903 0.15424 0.30018
0.16 1.44127 0.39579- 0.13941 0.40281
0.20 1.46641 0.48966 0.11694 0.50669
0.24 1.49893 0.57939 0.08420 0.61079
0.28 1.53974- 0.66346 + 0.03813 0.71288
0.32 1.58972 0.73998 — 0.02434 0.80922
0.36 1.64954 0.80678- 0.10568 0.89442
0.40 1.71949 0.86147 0.20660 0.96130
0.44 1.79931 0.90168 0.32503 1.00216
0.48 1.88811 0.92526 • 0.45538 1.01000
0.52 1.98437 0.93071 • 0.58889 0.98070
0.56 2.08631 0.91692 0.71515 0.91432
0.60 2.19210- 0.88499 0.82532 0.81728
0.64 + 2.30032 • + 0.83573 — 0.91314 - 0.69813
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Bahn 12.
Eo = 1.52, K = 4.7.

E F £ *7

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.52516 + 0.13456- 0.04604 — 0.13483
0.08 1.54089 0.26921 0.03099 0.27236
0.12 1.56795 0.40389 • + 0.00307 0.41496
0.16 1.60766 • 0.53834 — 0.04233 0.56434
0.20 1.66190 0.67187 • 0.11229 0.72060
0.24 1.73309 0.80327 • 0.21657 0.88074
0.28 1.82411 • 0.93058 0.36719 1.03664
0.32 1.93801 1.05099 0.57624 1.17173
0.36 2.07738- 1.16094 0.85057 1.25903
0.40 2.24360- 1.25648 • 1.18333 1.26241
0.44 2.43583- 1.33397 • 1.54489 1.14568
0.48 2.65057 1.39092 1.88157 0.88875
0.52 2.88189- 1.42629 2.12790 0.50370
0.56 3.12238 1.44011 • 2.22898 — 0.03828
0.60 3.36397 1.43253 2.15950 + 0.43564
0.64 3.59847 • 1.40327 1.93587 0.84320
0.68 3.81811 • 1.35208 1.60793 1.12908
0.72 4.01635- 1.27961 1.24177 1.27274
0.76 4.18895 1.18807 • 0.89615 1.28876
0.80 4.33445 1.08102 • 0.60646 1.21219
0.84 4.45381 • 0.96248 0.38356 1.08093
0.88 4.54953 0.83625 0.22222 0.92478
0.92 4.62468 0.70536 • 0.11031 0.76238
0.96 4.68228 • 0.57199 - 0.03513 0.60343
1.00 4.72493- 0.43752 + 0.01376 0.45157
1.04 4.75468 0.30272 0.04422 0.30709
1.08 4.77297 • 0.16794 • 0.06140 0.16843
1.12 4.78072 • + 0.03325 • 0.06832 + 0.03318
1.16 + 4.77831 — 0.10141 • + 0.06621 — 0.10137
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B ahn 13.
Eo = 1.52, K = 4.74.

V E F £ 7/

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.52515 + 0.13432 • 0.04604 — 0.13458
0.08 1.54084 0.26872 0.03103 0.27184
0.12 1.56784 0.40314 + 0.00320 0.41415
0.16 1.60746 0.53729 • — 0.04208 0.56314
0.20 1.66155 0.67051 0.11178 0.71890
0.24 1.73253- 0.80155 • 0.21559 0.87856
0.28 1.82326 ■ 0.92843 0.36542 1.03386
0.32 1.93673 1.04838 • 0.57315 1.16846
0.36 2.07552 • 1.15784 0.84558 1.25560
0.40 2.24094 • 1.25283 1.1 7576 1.25962
0.44 2.43218 1.32978 • 1.53450 1.14500
0.48 2.64557 1.38613 1.86865 0.89222
0.52 2.87530 ■ 1.42080 • 2.11380 0.51299
0.56 3.11410 1.43396 2.21600 - 0.05438
0.60 3.35364 1.42576 2.15145 + 0.41259
0.64 + 3.58616 + 1.39607 — 1.93513 + 0.81534

Bahn 14.
Eo = 1.52, K = 4.8.

V» E F £ 7/

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.52513 + 0.13396 • 0.04606 — 0.13422
0.08 1.54077 0.26799 0.03110 0.27109
0.12 1.56768 0.40201 + 0.00338 0.41293
0.16 1.60715 0.53572 • — 0.04169 0.56134
0.20 1.66102 • 0.66845 0.11099 0.71642
0.24 1.73169 • 0.79894 0.21411 0.87523
0.28 4- 1.82198 + 0.92521 • — 0.36274 — 1.02962
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V E F e »7

0.32 + 1.93483• 4- 1.04448 • — 0.56858 — 1.16345
0.36 2.07273 1.15319- 0.83809 1.25042
0.40 2.23695- 1.24739 • 1.16442 1.25558
0.44 2.42658 • 1.32344 1.51867 1.14411
0.48 2.63805 • 1.37883• 1.84904 0.89712
0.52 2.86546 • 1.41257 • 2.09261 0.52658
0.56 3.10145 1.42474 2.19692 — 0.07860
0.60 3.33815 1.41564 2.13894 4- 0.37851
0.64 3.56772 1.38529 1.93326 0.77413
0.68 3.78283 1.33366 1.62612 1.05622
0.72 3.97738 • 1.26152 1.27883 1.20457
0.76 4.14739- 1.17098- 0.94640 1.23103
0.80 4.29140 • 1.06534 0.66335 1.16696
0.84 4.41017 • 0.94839 0.44183 1.04737
0.88 4.50590 0.82372 • 0.27862 0.90054
0.92 4.58139 0.69426- 0.16338 0.74496
0.96 4.63942 0.56213 0.08474 0.59062
1.00 4.68242 • 0.42872 0.03276 0.44177
1.04 4.71232 • 0.29484 — 0.00007 0.29913
1.08 4.73051 0.16087 • + 0.01836 0.16154
1.12 4.73782 + 0.02695 0.02543 + 0.02694
1.16 4- 4.73462 — 0.10697 + 0.02235 — 0.10714

B ahn 15.
Eo = 1.52, K = 4.85.

V’ E F £

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.52512 + 0.13367 0.04607 — 0.13393
0.08 1.54071 0.26738 0.03116 0.27046
0.12 1.56754• 0.40107 • + 0.00353 0.41191
0.16 1.60689 0.53443 — 0.04137 0.55987
0.20 + 1.66059 + 0.66675 • — 0.11036 — 0.71438
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y E F 1 »?

0.24 + 1.73100 + 0.79679 — 0.21289 — 0.87251
0.28 1.82090 0.92256 0.36053 1.02615
0.32 1.93320 • 1.04125 • 0.56471 1.15935
0.36 2.07037 1.14934 0.83186 1.24614
0.40 2.23359- 1.24286 ■ 1.15499 1.25216
0.44 2.42191 • 1.31821 • 1.50568 1.14332
0.48 2.63177 1.37288 1.83297 0.90123
0.52 2.85725 • 1.40585 • 2.07526 0.53776
0.56 3.09107 1.41725 • 2.18131 - 0.09806
0.60 3.32543 1.40746 2.12868 d- 0.35105
0.64 3.55266 1.37662 1.93143 0.74105
0.68 3.76561 • 1.32483 • 1.63390 1.02129
0.72 3.95842 • 1.25289 1.29586 1.17175
0.76 4.12722 • 1.16287 0.96982 1.20313
0.80 4.27056 1.05795 0.69005 1.14501
0.84 4.38908 • 0.94181 0.46933 1.03101
0.88 4.48486 • 0.81794 • 0.30533 0.88873
0.92 4.56057 0.68921 • 0.18859 0.73652
0.96 4.61886 • 0.55773 0.10830 0.58453
1.00 4.66211 ■ 0.42488 0.05487 0.43723
1.04 4.69217 • 0.29149 0.02109 0.29557
1.08 4.71039 0.15796 • - 0.00202 0.15862
1.12 4.71760 + 0.02444 • + 0.00520 + 0.02445
1.16 + 4.71413 - 0.10905 • + 0.00175 — 0.10928

Bahn 16.
Periodisch.

Eo = 1.52, K =- 4.8723.

E F £ r/

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.5251 1 + 0.13353 0.04608 — 0.13378
0.08 1.54068 • 0.2671 1 0.03118 0.27017
0.12 + 1.56748 + 0.40065 + 0.00359 — 0.41145
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V E F £ i?

0.16 + 1.60678 + 0.53384 — 0.04123 — 0.55921
0.20 1.66039- 0.66598 0.11007 0.71347
0.24 1.73068 • 0.79581 0.21232 0.87124
0.28 1.82042 • 0.92135 0.35954 1.02457
0.32 1.93249 1.03980 0.56302 1.15750
0.36 2.06932 1.14762 0.82908 1.24420
0.40 2.23210- 1.24085 • 1.15084 1.25063
0.44 2.41986 1.31590 1.49993 1.14295
0.48 2.62903 1.37025 • 1.82596 0.90290
0.52 2.85368• 1.40287 • 2.06757 0.54246
0.56 3.08655- 1.41392 • 2.17435 — 0.10640
0.60 3.31992 • 1.40382 2.12390 + 0.33926
0.64 3.5461 5 • 1.37274 1.93023 0.72677
0.68 3.75821 • 1.32083- 1.63712 1.00609
0.72 3.95031 • 1.24894 1.30269 1.15737
0.76 4.11863 1.15909 0.97930 1.19075
0.80 4.26169 1.05440 0.70101 1.13500
0.84 4.38014 0.93854- 0.48069 1.02331
0.88 4.47596- 0.81496 0.31641 0.88296
0.92 4.55178 0.68647 0.19909 0.73211
0.96 4.61023- 0.55518- 0.11811 0.58110
1.00 4.65362 0.42250 0.06405 0.43444
1.04 4.68379 0.28923 0.02979 0.29319
1.08 4.70205 • 0.15580 0.01045 0.15642
1.12 4.70925 + 0.02237 • 0.00314 + 0.02238
1.16 + 4.70571 — 0.11101 ■ — 0.00672 — 0.11124

B a li n 17.
Eo = 1.52, K = 4.875.

E F ê r/

•0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 1.52511 + 0.13351 • 0.04608 — 0.13377
0.08 + 1.54068- + 0.26707 • + 0.03119 — 0.27014
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Bahn 18.
Eo = 1.52, K = 4.9.

V E F £ *7

0.12 4* 1.56747• + 0.40059- + 0.00359 — 0.41139
0.16 1.60676- 0.53377 — 0.04121 0.55912
0.20 1.66037 0.66589 0.11004 0.71333
0.24 1.73065 0.79569 • 0.21229 0.87110
0.28 1.82036 • 0.92120 0.35941 1.02438
0.32 1.93240 1.03963 0.56281 1.15727
0.36 2.06919 • 1.14741 0.82876 1.24399
0.40 2.23192 • 1.24061 1.15032 1.25046
0.44 2.41961 • 1.31562 1.49926 1.14291
0.48 2.62868 • 1.36992 • 1.82506 0.90313
0.52 2.85325 1.40251• 2.06668 0.54307
0.56 3.08602 1.41352 • 2.17348 — 0.10741
0.60 3.31926- 1.40337 • 2.12338 + 0.33785
0.64 3.54537 • 1.37226 • 1.93013 0.72505
0.68 3.75733 1.32034- 1.63750 1.00428
0.72 3.94933 • 1.24845- 1.30346 1.15565
0.76 4.11759 1.15861 • 0.98044 1.18922
0.80 4.26061 • 1.05397 0.70233 1.13379
0.84 4.37905 0.93815 0.48206 1.02239
0.88 4.47488 0.81460 0.31776 0.88224
0.92 4.55071 • 0.68614- 0.20037 0.73160
0.96 4.60918 0.55489 0.11930 0.58069
1.00 4.65258 0.42222 • 0.06519 0.43411
1.04 4.68276 0.28897 • 0.03088 0.29288
1.08 4.70104 0.15556 0.01150 0.15618
1.12 4.70823 • + 0.02215 0.00416 + 0.02215
1.16 + 4.70468 — 0.11123 • — 0.00777 — 0.11146

V’ E F f

0.00 + 1.52000 0.00000 + 0.05077 0.00000
0.04 + 1.52510• + 0.13336 • + 0.04609 - 0.13362
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y) E F

0.08 + 1.54066 + 0.26677 + 0.03121 — 0.26982
0.12 1.56741 0.40013 + 0.00366 0.41089
0.16 1.60664 0.53312 — 0.04106 0.55838
0.20 1.66016 0.66503 • 0.10972 0.71230
0.24 1.73030 • 0.79461 • 0.21167 0.86973
0.28 1.81983 • 0.91987 • 0.35831 1.02266
0.32 1.93161 • 1.03802 0.56094 1.15524
0.36 2.06805 • 1.14551 0.82573 1.24186
0.40 2.23030 • 1.23841 1.14580 1.24878
0.44 2.41738 1.31310 1.49304 1.14247
0.48 2.62569 1.36706- 1.81741 0.90499
0.52 2.84936 1.39928- 2.05840 0.54819
0.56 3.08112 1.40990 2.16589 — 0.11639
0.60 3.31327 1.39938- 2.11815 + 0.32509
0.64 3.53825 1.36799- 1.92869 0.70947
0.68 3.74918 • 1.31593 • 1.64059 0.98765
0.72 3.94035 • 1.24407 • 1.31075 1.13976
0.76 4.10801 1.15442 • 0.99087 1.17544
0.80 4.25070 1.05007 0.71448 1.12268
0.84 4.36900 • 0.93460 0.49473 1.01386
0.88 4.46486 • 0.81138 0.33018 0.87584
0.92 4.54081 0.68325 0.21217 0.72683
0.96 4.59942 0.55227 0.13036 0.57706
1.00 4.64296 • 0.41984 0.07557 0.43125
1.04 4.67325 0.28678 0.04076 0.29051
1.08 4.69158 0.15352 0.02106 0.15410
1.12 4.69876 • -1- 0.02022 • 0.01363 + 0.02023
1.16 + 4.6951 1 • — 0.11304 • - 0.01739 — 0.11327

Forelagt paa Mødet den 12. Januar 1934.
Færdig fra Trykkeriet den 19. Maj 1934.
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1. Einleitung.
ie Streuung von langsamen Elektronen an schweren 
Atomen zeigt eine Reihe von Anomalien, welche vom 

Standpunkt der klassischen Mechanik aus schwierig zu 
verstehen sind. Zu diesen Anomalien gehört vor allem der 
von Ramsauer entdeckte Effekt1, der darin besteht, dass 
der Wirkungsquerschnitt für gewisse Atome bei sehr klei­
nen Elektronengeschwindigkeiten ausserordentlich stark ab­
nimmt. Eine allgemeine Erklärung dieses Phänomens mit 
Hilfe der Quantenmechanik ist zuerst in einer Arbeit von 
Faxén und Holtsmark“ gegeben; später ist von Holts- 
mark eine Reihe von speziellen Problemen durchgerechnet 
und eine gute numerische Übereinstimmung mit den ex­
perimentellen Ergebnissen nachgewiesen.3

Ein anderer interessanter Effekt, welcher zuerst von 
Arnot4 nachgewiesen ist, besteht darin, dass die Winkel­
verteilung der gestreuten Elektronen bei einer bestimmten 
Geschwindigkeit Minima und Maxima aufweist, ähnlich 
wie man es in den Reugungserscheinungen der Optik be­
kommt. Aus den experimentellen Resultaten von Arnot 
geht es schon hervor, dass man auch Anomalien in den

1 A. Ramsauer, Ann. d. Phys., 72, 346, 1923.
■ Faxen und Holtsmark, Zs. f. Phys., 45, 307, 1927.
3 Holtsmark, Zs. f. Phys., 48, 231, 1928; 52, 485, 1929; 55, 437, 

1929; 66, 49, 1930.
4 Arnot, Proc. Roy. Soc., 130, 655, 1931; 133, 615, 1931; Nature, 130, 

438, 1932. Siehe auch Ramsauer und Kollath, Ann. d. Phys. 12, 5, 529; 
12, 7, 87, 1932; und Mohr und Nicoll, Proc. Roy. Soc. 138, 230; 138, 
469, 1932.

1
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Kurven iur die Streuintensität als Funktion der Geschwin­
digkeit zu erwarten hat, aber da seine Messungen nur 
Relativmessungen sind, so ist es schwierig die Intensi­
täten bei verschiedenen Geschwindigkeiten zu vergleichen. 
Neulich hat aber Werner 1 eine experimentelle Methode 
ausgearbeitet, wodurch er direkt die Streuintensitäten für 
verschiedene Geschwindigkeiten, bei einem bestimmten 
Winkel (z. B. 90° oder 135°) messen kann. Für Argon 
135° bekommt er dann eine Kurve, die ein Minimum für 
80 V. und ein Maximum für 180 V. zeigt. Ähnliche Minima 
und Maxima bekommt er in Neon bei 90°, während die 
Kurven für Argon bei 90° und für Neon bei 135° dagegen 
ziemlich glatt ohne besondere Anomalien verlaufen (siehe 
Fig- 4—7).

1 Nature. 131, 726, 1933. Siehe auch Proc. Roy. Soc., 134, 202, 1931 
und 139, 113, 1933.

2 Faxen und Holtsmark, Zs. f. Phys., 45, 307, 1927.

Die gewöhnliche Methode zur Behandlung von Stoss­
problemen ist die sogenannte Born’sche Näherungsmethode, 
die darin bestehl, dass wir in nullter Näherung die Schrö­
dingerfunktion des stossenden Elektrons als eine ebene 
Welle betrachten und dann durch sukzessive Approxima­
tionen die durch das Atomfeld verursachten Abweichungen 
davon bestimmen. Diese Methode können wir aber in 
unserem Fall nicht anwenden, weil für so langsame Elek­
tronen die Deformation der Wellenfunktion im Atomfeld 
sehr wesentlich ist, so dass die Born’sche Näherungs­
methode nicht konvergiert.

Eben um solche Stossprobleme zu behandeln, haben 
Faxen und Holtsmark2 eine Methode entwickelt, mit deren 
Hilfe man die Wellenfunktion im statischen Atomfeld durch 
Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen mit dem Atom­
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kern als Zentrum berechnen kann. Die zu jeder Kugel­
funktion gehörige radiale Eigenfunktion berechnen wir mit 
Hilfe der sogenannten halbklassischen Methode, deren An­
wendbarkeit in Stossproblemen zuerst von Henneberg1 
untersucht ist.

Wenn wir diese Eigenfunktionen anwenden, wird es 
sich zeigen, dass unsere Streukurven im wesentlichen den­
selben Verlauf haben wie die von Werner experimen­
tell gefundenen. Auch die Winkelverteilung der Streuinten­
sität wird von unserer Theorie ganz gut wiedergegeben. 
Im letzten Teil der Arbeit werden wir den Einfluss des 
Feldverlaufs euf die Streukurven diskutieren.

2. Übersicht über die benutzte Methode.
Wir betrachten ein Elektron in einem statischen kugel­

symmetrischen Feld, vernachlässigen also Austausch- und 
Polarisationserscheinungen. Die Schrödingergleichung heisst 
dann in Hartree’schen Einheiten :

(z/ + /c2 + 2V) = 0. (1)

Hier bedeutet k‘~ die Energie des Elektrons, und V das 
Potential fehl, in dem das Elektron sich bewegt (beide ge­
messen in Einheiten des Ionisierungspotentials von Wasser­
stoff). Die Lösung entwickeln wir nach Legendrefunktionen :

W = ~ (cos 0), (2)

wo ipj durch die Gleichung

(jp + + 2 v w - —ÿï -) V-, = 0 (3)

bestimmt wird.
1 Henneberg, Die Naturwissenschaften, 20, 501, 1932; Zs. f. Phys., 

83, 555, 1933.
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Für neutrale Atome geht das Atomfeld für grosse r sehr 
schnell gegen Null, und wir bekommen für diejenige Lösung 
von (3), welche im Nullpunkt verschwindet, die asymp­
totische Form:

ipi = cos (kr + Ö, — 7T^ . (4)

Hier bedeutet Bt eine komplexe Konstante, welche durch 
Randbedingungen im Unendlichen zu bestimmen ist, während 
öi eine reelle Konstante ist, welche durch den Verlauf von 
V(r) gegeben wird; ist ferner so definiert, dass sie ver­
schwindet, wenn kein Feld vorhanden ist.

Eine angenäherte Lösung von (3) bekommen wir mit 
Hilfe der halbklassischen Methode in folgender Form:1

F+2V(e)-^ (5)

wo R die Nullstelle der Funktion unter dem Integralzeichen 
bedeutet. Für grosse r können wir (5) in der Form (4) 
schreiben, indem wir setzen:

Da V(r) für grosse r schneller gegen Null gehl als r~2, so 
ist es für die numerische Berechnung von ö'z bequem, 
(6) auf die folgende Form zu bringen:

Kramers Zs. f. Phys., 39, 828, 1926.
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WO 7?0 die Nullstelle von bedeutet.1

Damit (5) eine brauchbare Annäherung darstellt, müssen
H)‘ 

wir fordern, dass die Funktion (r) = Jc2 + 2V(r)----- 2--

überall, äusser in der Nähe des Punktes r = R der folgen­
den Bedingung genügt:

GS)

Für unser Geschwindigkeitsgebiet ist (8) überall erfüllt; 
dagegen kann man nicht die Lösung anwenden für Ge­
schwindigkeiten in der Nähe des Ramsauermaximums, weil 
die Funktion hier für gewisse l in einem grossen Inter­
vall von r sehr klein wird.

Um jetzt die zu bekommen, und die Streuamplitude 
als Funktion von 3 zu bestimmen, müssen wir ausdrücken, 
dass l 2ls für grosse Abstände eine ebene Welle darstellt, 
worüber eine sphärisch ausstrahlende Welle überlagert ist. 
Also dass:

1 Diese Umschreibung ist möglich,

grosse r gleich kr— ~ 71 wircf

2 Kramers loc. cit.

ikr cos ö 
e

1
r
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ikr +

Entwickeln wir 
bekommen wir:

die ebene Welle nach Kugelfunktionen,

2 ~ (cos 0) =

+ eikr F (0)

Setzen wir für z/'“ den Ausdruck (4) ein, so bekommen 
wir nach einfacher Rechnung1

B, =W(2Z + l)i,eid'‘ (9)

und
F(0) = -1- ¿’(2Z+l)P/(cos0)(e2láz —1). (10)

2 ik i

Für bekommen wir also

1 1 i I ikrlF = — - >,(2/+l)P,cos0z [e
2 k r i 1

Man sieht hieraus, dass 2ü'z die Phasenverschiebung der 
einfallenden und der reflektierten Welle /’ter Ordnung dar­
stellt. Diese Verschiebungen bestimmen nach (10) die 
Streuung, so dass die Streuung /'ter Ordnung für 2 dz = 
2nn verschwindet und für 2Ô) = (2z? + l)7r maximal wird.

3. Anwendungen auf spezielle Streuprobleme.
Um jetzt die Streuintensität für verschiedene Winkel 

und verschiedene Geschwindigkeiten zu berechnen, müssen 
wir Formel (10) anwenden. Ist Ib die Intensität pro Raum­
winkeleinheit des in der Richtung 0 gegen den Primärstrahl 
gestreuten Elektronenstroms, so ist diese Intensität gegeben

1 Siehe z. B. Allis und Morse, Zs. f. Phys., 70, 567, 1931. 
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durch das mit r~ multiplizierte Amplitudenquadrat der aus­
strahlenden sphärischen Welle, dividiert durch das Ampli­
tudenquadrat der ebenen Welle. Setzen wir die einfallende 
Intensität gleich eins (d. h. ein Elektron pro cm2 pro sek.) 
bekommen wir für Io, indem wir erinnern, dass unsere 
Intensitäten bis jetzt in Hartreeschen Einheiten gerechnet 
sind:

= I F(^) I2 «2 =
2

7 (2 z+ 1) (2l' + 1) PiPi sin öl sin ó? cos (ô) — Jr). (11)
4/c Z./'

Hier bedeuten a den ersten Bohrschen Wasserstoffradius, 
und ist also gleich 0,53.10" 8 cm. Die ö'z berechnen wir 
mittels graphischer Integration aus Formel (7). Als Atom­
feld benutzen wir für Argon das Hartreefeld, während wir 
für Neon, wo kein Hartreefeld berechnet ist, ein von 
Holtsmark1 nach der Methode von Pauling2 berechneten 
Feld benutzen.

In Fig. 1 sind für Argon die Integranden im Ausdruck 
(7) für verschiedene l als Funktion von r eingezeichnet. 
öi ist dann der Unterschied zwischen den von den beiden 
Integranden gebildeten Flächen. Diese Integranden sind 
gewissermassen analog zum radialen Impuls in der klas­

sischen Mechanik, abgesehen davon, dass hier Z + statt

P steht. Für / = 0 und l — l dringt das Elektron klassisch 
tief in das Innere des Atoms ein; hier ist das Feld sehr 
stark, und wir bekommen daher für den ersten Integranden 
ein ausgeprägtes Maximum. Für Z>2 dagegen dringt das 
Elektron klassisch überhaupt nicht in das Inneren ein, 
und die beiden Integranden werden daher nicht sehr ver­
schieden.

1 Holtsmark, Zs. f. Phys, 48, 231, 1928.
2 Pauling, Proc. Roy. Soc., 114, 181, 1927.
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In Fig. 2 und 3 sind für Argon und Neon die Kurven 
für öi als Funktion der Geschwindigkeit eingezeichnet. Man 
sieht, dass öi für / = 0 und Z = 1 mit wachsender Ge­
schwindigkeit immer abnimmt. Das bedeutet klassisch 
gesprochen, dass das Elektron mit wachsender Energie

Fig. 1.

verhältnismässig weniger vom Atomfeld gestört wird. Für 
/ > 2 dagegen zeigt die Figur, dass die öi jetzt für wachsende 
Geschwindigkeit erst zunehmen, dann ein Maximum er­
reichen und dann wieder abnehmen. Dieser Verlauf ist 
auch sehr verständlich, das bedeutet nämlich, dass die 
Elektronen mit grossem Impulsmoment zunächst mit wach­
sender Geschwindigkeit immer näher an den Atomkern 
kommen, und daher immer stärker vom Atomfeld gestört 
werden. Wenn aber die Elektronen so tief in das Atom-
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innere eindringen, dass sie bei Zunahme der Energie nur 
wenig tiefer eindringen können, dann wird die Abnahme 
der öi wegen der wachsenden Energie grösser als die Zu­
nahme wegen des Atomfeldes, und die ó'z werden wieder 
abnehmen.

4. Vergleich mit den Experimenten und Diskussion.
In Fig. 4—7 sind die theoretischen und die experimen­

tellen Kurven für die Streuintensität in einer bestimmten 
Richtung als Funktion der Geschwindigkeit eingezeichnet. 
Man sieht, dass die Theorie mindestens qualitativ den Ver­
lauf der experimentellen Kurven wiedergibt. Die Minima 
und Maxima in Argon bei 135° und in Neon bei 90° sind, 
wie die Rechnung zeigt, durch Interferenz zwischen Gliedern 
verschiedener Ordnung verursacht. Zum Beispiel ist das 
Minimum für Argon 135° im wesentlichen durch Interferenz 
zwischen den Gliedern nullter, erster und zweiter Ordnung 
hervorgerufen, während das Minimum in Neon für 90° 
durch Interferenz zwischen Gliedern von nullter und zweiter 
Ordnung hervorgerufen ist. Obwohl die Übereinstimmung 
also qualitativ in Ordnung ist, so gibt es doch gewisse 
Abweichungen zwischen der theoretischen und der experi­
mentellen Kurve. Um zu untersuchen, welche Rolle die 
Wahl des Atomfelds spielt, haben wir in Fig. 8—10 die 
experimentelle Winkelverteilung nach Mohr und Nicoll 
mit der aus der Theorie gefundene Winkelverteilung ver­
glichen. Die theoretische Winkelverteilung ist sowohl für 
die oben genannten Atomfelder als auch für das Fermi- 
Feld1 berechnet.

Aus der Kurve für Argon sieht man, dass weder das 
Fermifeld noch das Hartreefeld völlige Übereinstimmung

1 E. Fermi, Zs. f. Phys., 48, 73, 1928.
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mit den Experimenten gibt. Es scheint vielmehr so, als ob 
das bestmögliche Feld einen Verlauf hat, welcher zwischen 
dem Verlauf des Hartreefeides und des Fermifeldes liegt. 
Das ist aber auch sehr plausibel: Das Hartreefeld ist näm­
lich das Feld, welches mit Hilfe der Hartreeschen Ladungs­
verteilung eines ungestörten Atoms berechnet ist; in Stoss­
problemen ist es aber notwendig, die Rückwirkung des

------------  eacp. Kurve nrrh, Mohr und Nicoll
------------ rru. Hartreefelxl
------------ FeririxfelcL

Fig. 8.

einfallenden Elektrons auf das Atomfeld zu berücksichtigen. 
Diese Polarisationswirkung bewirkt, dass das Atomfeld in 
grossen Abständen langsamer abnimmt als das Feld des 
ungestörten Atoms, und dadurch einen ähnlichen Verlauf 
zeigt, wie das Fermifeld, welches auch für grössere Ab­
stände langsamer abnimmt als das Hartreefeld.

Bei Neon ist es, wie Fig. 9 und 10 zeigen, schwieriger, 
ein effektives Atomfeld anzugeben, denn für kleine Winkel 
ist das Fermifeld am besten, während das Paulingsche Feld 
für grössere Streuwinkel die beste Übereinstimmung mit
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Fig- 9.

den Experimenten gibt. Es ist also für Neon unmöglich, ein 
statisches Atomfeld anzugeben, welches Übereinstimmung 
zwischen den theoretischen und den experimentellen Winkel­
verteilungen gibt. Das bedeutet offenbar, dass es für lang-

200

750

700

50

evcp. Kurve noKMoh r uruL KicoLL

TTL. PoteatiaL- ruzrP PuupLnp 
rruFer rupfe KL

Fig. 10.
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same Elektronen nicht erlaubt ist, das Streuproblem als 
ein Einkörperproblem zu behandeln, sondern dass es not­
wendig ist, die Möglichkeit von Austauscheffekten und un­
elastischen Stössen in der Theorie mitzuberücksichtigen.

Die allgemeine Theorie solcher Stossprobleme ist von 
Massey und Moiir1 entwickelt; bis jetzt ist es aber nur 
lur Wasserstoff und Helium gelungen, die numerischen Be­
rechnungen durchzuführen. Ohne eine solche Theorie zu 
benutzen ist es aber, wenigstens für leichtere Atome, nicht 
möglich, eine genauere Analyse der Winkelverteilungskurven 
durchzuführen.

Die vorliegende Arbeit ist im Institut für theoretische 
Physik der Universität, Kopenhagen, ausgeführt. Herrn 
Prof. N. Bohr, Herrn Dr. Chr. Moller und Herrn Dr. S. 
Werner möchte ich gern für viele freundliche Ratschläge 
herzlichst danken.

1 Massey und Mohr, Proc. Roy. Soc., 136,289, 1932; 139,187,1933.

Færdig fra Trykkeriet 19. Maj 19.34.
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Bereits zu den ersten Erkenntnissen der Assyriologie ge­
hört die Einsicht, dass in Babylonien ein sexagesima­

les Zahlensystem in Gebrauch war. Hincks bemerkte dies 
1854 an einem kleinen astronomischen Text und im glei­
chen Jahr wurden (in Senkereh = Larsa) auch schon 
Bruchstücke mathematischer Tabellentexte aufgefunden, die 
u. a. Listen von Quadraten und Kuben der ganzen Zahlen 
enthielten. Das Material an derartigen »Tabellentexten« 
hat sich dann dauernd vermehrt1, insbesondere durch die 
von Hilprecht 1906 publizierten Funde aus Nippur2.

Indessen wurden 1900 auch schon zwei umfangreichere 
Texte in Part IX der »Cuneiform Texts from babylonian 
tablets ... in the British Museum« in Autographie publiziert, 
die offenbar sehr viel weitergehenden mathematischen In­
halt hatten, als blosse Zahlentabellen einfach übersehbarer 
Gesetzmässigkeit; aber es blieb bis auf weiteres bei der la­
konischen Notiz der »Cuneiform Texts«: »Two early Semi­
tic Babylonian texts, undated, one of which is illustrated 
with geometrical figures«. Den ersten Vorstoss zur Erklä­
rung solcher »eigentlich mathematischen Texte«

1 Mir sind heute über 150 solcher Texte bekannt (allerdings darunter 
eine grosse Anzahl unpubliziert). Einzelheiten des gesamten mir zugäng­
lich gewordenen Materials hohe ich demnächst in meiner Edition »Ma­
thematische Keilschrift-Texte« (zitiert als MKT) Quellen u. Studien zur 
Geschichte der Mathematik (zitiert QS) Abtlg. A Bd. 3 vorlegen zu kön­
nen. Für die Tabellentexte vgl. dort Kap. I.

2 The Babylonian Expedition of the Univ, of Pennsylvania. Ser. A 
vol. XX, 1.

1
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machte E. F. Weidner durch die Diskussion eines kleinen 
Abschnittes eines Textes der Berliner Museen in der Orien­
talistischen Literaturzeitung 1916, indem er nachwies, dass 
es sich dort um die Berechnung einer (irrationalen) Recht­
ecksdiagonale handle1. Trotz dieses Erfolges schien die Er­
forschung dieses Zweiges der Keilschriftliteratur neuerdings 
in Stocken kommen zu sollen, denn es blieb bis 1928 im 
Wesentlichen bei diesem Stand der Dinge2. Erst in diesem 
Jahre wurde nämlich ein neuer Versuch unternommen, 
»eigentlich mathematische Keilschriftexte« zu verstehen: 
C. Frank publizierte »Strassburger Keilschrifttexte in sume­
rischer und babylonischer Sprache«3, darunter auch sechs 
mathematische Texte und zwar nicht nur in Autographie, 
sondern auch in Umschrift und mit Übersetzungsversuchen. 
Unmittelbar an diese Veröffentlichung schlossen sich die 
ersten Arbeiten von Struve, Schuster und mir an (sämt­
lich in den QS erschienen), die ihrerseits die Basis für die 
Aufrollung des ganzen Fragenkreises der babylonischen 
Mathematik gegeben haben durch Arbeiten von Tiiureau- 
Dangin, Waschow, mir u. a.4

' Es ist der Text VAT 6598. Unmittelbar an Weidner anknüpfend 
haben noch Ungnad und Zimmern Einzelheiten geklärt und hinzugefügt. 
Für die endgültige Diskussion dieses Abschnittes vgl. Arch. f. Orient- 
forschg. 7 (1931) 90 ff., für den Gesamttext MKT Kap. VI.

2 Zu nennen ist nur noch die schöne Untersuchung von Gadd »Forms 
and Colours« in Rev. d’Assyr. 19 (1922), die einen mathematischen Auf­
gabentext aus London mit symmetrischen Figuren analysierte und für 
terminologische Einzelfragen interessante Ergebnisse lieferte, nichts aber 
für das rein Mathematische, von dem man sich damals noch unmöglich 
ein angemessenes Bild machen konnte. Auf die mathematischen Einzel­
heiten dieses Textes werde ich in MKT Kap. Ill eingehen (BM 15285). 
Ich halte diesen Text für nicht unwichtig für die Geschichte des antiken 
Qua drat urenproblems.

3 Schriften d. Strassburger Wiss. Ges. i. Heidelberg, NF Heft 9 (1928).
4 Seit 1929 in den QS, seit 1931 im Arch. f. Orientf., seit 1932 in der 

Rev. d’Assyriologie.
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Dass die Frankschen Interpretationsversuche seiner 
Texte in entscheidenden Punkten als misslungen angesehen 
werden müssen, hat seine Ursache gewissermassen in einem 
zufälligen Missgeschick, unter dem die Interpretation aller 
mathematischen Zeugnisse aus Babylonien fast von Anfang 
an litt. Man hatte zwar den sexagesimalen Aufbau des 
Zahlensystems erkannt, ebenso seinen Stellenwertcharakter, 
denn Hincks las ja richtig 1,20 als 80 und 1,36 als 96 
u. s. w., und man merkte auch bald, dass diese Stellen- 
wertbezeichnung keine absolute war, dass z. B. »30« sowohl 

30 1für 30 wie für - = — stehen konnte, wie auch für 30 • 60 = 

1800 u. s. w. — aber man erkannte nicht, dass diese Un­
bestimmtheit nicht nur als Mangel des Systems betrachtet 
werden musste, sondern gerade umgekehrt ein ideales ma­
thematisches Hilfsmittel des praktischen Rechnens bildete. 
So kam Hilprecht auf die unglückliche Idee, diesen »Man­
gel« gewaltsam weginterpretieren zu müssen, indem er nicht 
nur alle Keilschriftzahlen grundsätzlich als ganze Zahlen 
las, sondern einen Zusammenhang der »Platonischen Zahl« 
mit seinen Tabellentexten annahm und daher die Zahlen:

2 30
3 20
4 15 u. s. w.

in einer harmlosen Reziprokenlabelle als

2 6480000
3 4320000
4 3240000 u. s. w.

las, weil »all the numbers .... are devisors of 1296000« 
d. h. von 604, der »Platonischen Zahl«. Es ist erstaunlich 
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zu sehen, mit welchem Enthusiasmus diese absurde Theorie 
Aufnahme gefunden hat. Trotz des Widerspruches einiger 
französischer und deutscher Assyriologen hat sie weiteste 
Verbreitung gefunden und ist auch heute noch nicht ganz 
verschwunden. Ihr ist es wohl in erster Linie zuzuschrei­
ben, dass man sich von dem Getriebe der babylonischen 
Mathematik ein völlig falsches Bild machen konnte, obwohl 
man bereits eines ihrer wichtigsten Instrumente, eben die 
Tabellentexte, voll vor Augen hatte. Es schien eben auch 
die Relation der babylonischen Kultur zur Mathematik we­
sentlich bestimmt durch Mystik und Magie. So ging man 
naturgemäss auch unter ganz falschen Voraussetzungen an 
die eigentlich mathematischen Texte heran und konnte sie 
für unbeholfene und unkorrekte Schüler-Versuche halten, 
selbst wenn man nicht mehr direkt an diese »pythago­
reisch-platonischen« Zahlenspekulationen glauben wollte.

Dass der tatsächliche Sachverhalt ein gänzlich anderer 
ist, hat sich ja indessen mit aller Deutlichkeit herausgestellt. 
Das überraschende an den neuen Ergebnissen ist dabei 
natürlich nicht, dass die babylonischen mathematischen 
Texte doch ein sinnvolles und mathematisch konsequentes 
Gebäude bilden — das hätte man ruhig a priori annehmen 
dürfen — sondern, dass diese babylonische Mathematik in 
ihrem Typus so völlig anders aufgebaut ist, als etwa die 
gleichzeitige aegyptische oder die zeitlich anschliessende 
griechische. Sie ist, wie sich eben in den letzten Jahren 
gezeigt hat, nicht nur eine sehr hoch entwickelte Mathe­
matik, sondern sie ist in wirklich erstaunlichem Masse 
»algebraisch« orientiert1.

Dass dabei dem idealen babylonischen Zahlensystem

1 Vgl. z. B. meine »Studien zur Geschichte der antiken Algebra I« 
QS B 2.
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eine wesentliche geschichtliche Rolle zufällt, ist mir nicht 
zweifelhaft. Ist die babylonische Mathematik doch auf min­
destens 2 Vs Jahrtausende hinaus die einzige, die über eine 
Zahlenbezeichnung verfügt, mit der man nicht nur zählen 
kann, sondern auch unmittelbar rechnen, d. h. genau so 
direkt multiplizieren und dividieren mit den Zahlen selbst, 
wie wir heute, und unter Vermeidung aller langwierigen und 
im Grunde unsachgemässen Umwege, wie das »Rechenbrett« 
bei Griechen, Römern und im Mittelalter1. Trotz, oder we­
gen dieser Brauchbarkeit des babylonischen Zahlensystems 
spielen hier die Tabellentexte eine wesentliche Rolle. Wenn 
man etwa die aegyptische Mathematik untersucht, so kann 
man dort sehr deutlich erkennen, dass das Rechnen an 
sich, insbesondere die Bruchrechnung, noch als wesentliche 
Schwierigkeit wirkt und jedes Vordringen zu einer eigent­
lichen mathematischen Problemstellung im heutigen Sinne 
praktisch unmöglich macht, weil sozusagen noch die Aus­
drucksmittel selbst fehlen. Im babylonischen ist dies grund­
sätzlich anders: dort ist das Operieren mit den Zahlen als 
solchen längst kein Problem mehr2, dort ist das Rechnen

1 Man muss immer wieder darauf hinweisen, dass das wirklich Inter­
essante am babylonischen »Sexagesimalsystem« nicht die ungewöhn­
liche Basis 60 ist, sondern das historische Unikum des Stellenwertes 
der Zahlzeichen. So sind alle Theorien des Sexagesimalsystems, die immer 
nur die Basis 60 motivieren wollen und dabei ganz übersehen, dass sie 
gleichzeitig einen historisch und ideenmässig viel wesentlicheren Punkt 
mit zu erfassen haben, nämlich die Positionsschreibung, von vorneherein 
zum Scheitern verurteilt.

2 In einer Reihe von Arbeiten über »Sexagesimalsystem und babylo­
nische Bruchrechnung« (QS B 1 und 2) habe ich gezeigt, dass dieser Zu­
stand keineswegs vom Himmel gefallen ist, sondern dass man noch sehr 
wohl erkennen kann, wie auch in diesem Kulturkreis zunächst dieselben 
Schwierigkeiten bestanden haben, wie im aegyptischen. Die Anordnung 
der »Multiplikationstabellen« ist nämlich eine solche, dass sie zunächst 
nicht für die Aufsuchung beliebiger Produkte ab ganzer Zahlen a und b 
eingerichtet waren, sondern für die Aufsuchung der Vielfachen der
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bereits ein wirkliches Hilfsmittel, nicht ein Hemmnis, in 
der Lösung mathematischer Fragen, etwa der Bestimmung 
von Unbekannten, die einem Gleichungssystem genügen 
sollen. In dieser Phase haben naturgemäss auch Tabellen­
texte ihren guten Sinn: ist das Rechnen nicht mehr Pro­
blem, sondern nur noch Mittel der Mathematik, dann liegt 
es nahe, sich das Rechnen selbst so sehr zu vereinfachen 
als möglich. Systematisch angelegte Multiplikationstabellen, 
Reziprokenlisten u. s. w. gestatten dann, alles nicht mehr 
Wesentliche ein für alle Mal aus dem Gang der eigentlich 
mathematischen Überlegung auszuschalten. So kann man 
die bisherigen Ergebnisse etwa folgendermassen zusammen­
fassen: Die babylonische Mathematik ist beson­
ders in algebraischer Richtung erstaunlich weit 
entwickelt, viel weiter als es aus aegyptischen 
und selbst griechischen Analogien zu erwarten 
war. Die Durchführung aller numerischen Recli- 
n unge n w i r d durch ein wohlgeordnetes S y s t e m 
von Tabellen texten erledigt.

Ich habe diese Betrachtungsweise mit Absicht auf diese 
knappe Formulierung gebracht, weil ich glaube, dass auch 
damit der tatsächliche Sachverhalt noch n icht richtig be­
schrieben ist, sondern dass wir neuerdings vor einer prin­
zipiell äusserst wichtigen neuen Phase in der Gesamtein­
schätzung der babylonischen Mathematik stehen. Um noch­
mals die Sachlage zu formulieren: der Bereich der baby­
lonischen Mathematik schien uns bisher in zwei grosse 
Gruppen zu zerfallen: »eigentlich mathematische Texte« 

Brüche — mit endlicher Sexagesimalbruchdarstellung. Da aber dank der 

Unbestimmtheit des Stellenwertes — = ä auch immer als ganze Zahl ge­
iz

fasst werden kann, so lässt sich das System von Tabellen für äb auch 
leicht zu einem System echter Multiplikationstabellen ausgestalten.
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und »Tabellen-Texte«. Gewiss haben beide Gruppen ihre 
lange Geschichte und je tiefer man sie zurückverfolgt, desto 
mehr nähern sich die Typen einander, desto kausaler sind 
sie miteinander verknüpft; aber in ihrer endgültigen Ge­
stalt stehen sie doch als gänzlich ungleiche Partner neben­
einander — »Rechenknechte« hat man sehr anschaulich 
zu den Tabellentexten gesagt. Zweifel an der Richtigkeit 
dieser Gegenüberstellung haben sich bei mir schon einge­
stellt, als sich zeigte, dass man kubische Gleichungen der 
speziellen Form x3 + ,r2 = a dadurch löste, dass man Ta­
bellen für n’’1n~ (n ganz) herstellte1. Gewiss war von vor- 
neherein klar, dass für uns das eigentlich Interessante an 
diesen Beispielen die Lösungsmethode ist, aber man 
konnte doch daran denken, das Gewicht nach wie vor auf 
den algebraischen Sachverhalt der Gleichungsauflösung zu 
legen, d. h. dieses Eingreifen eines Tabellentextes als einen 
aus der Natur des speziellen algebraischen Problems her­
stammenden Sonderfall aufzufassen. Ich glaube jetzt sagen 
zu können, dass diese Auffassung zu eng ist, dass vielmehr 
Tabellentexte grundsätzlich als ein der »eigentlichen« 
babylonischen Mathematik angehöriges Element aufgefasst 
werden müssen, d. h. nicht als ein prinzipiell ausschalt­
bares Abkürzungsmittel des Rechnens, sondern sozusagen 
als »erlaubtes Konstruktionsmittel«, das jederzeit wesen t-

1 Vgl. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-phys. Kl. 1933, 316 IT. sowie 
QS B 2, 303 (1932). Ich benutze die Gelegenheit, um zwei Irrtümer aus 
der erstgenannten Arbeit zu berichtigen, a) In Anm. 1 ist zu Unrecht be­
hauptet, dass xy als »Querschnitt« RI bezeichnet sei; man hat vielmehr 
qaqariri »Fläche« zu lesen (vgl. dazu auch eine demnächst erscheinende 
Arbeit im Arch. f. Orientf. 9). b) Bezeichnet man auf S. 319 u. xyz-\-xy 
als a und .t i y als b, so hat die vorletzte Gleichung zu lauten:

u.x~y xy X y z -}- 1 
ubs b b ub u. s. w.
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lieh in den Gang einer mathematischen Überlegung ein­
greifen kann.

Es ist klar, dass ich hier nicht mehr die bekannten 
Tabellentexte zur Multiplikation und Division meine, denn 
deren Rolle als reine Rechenhilfen liegt selbstverständlich 
fest. Was ich sagen will ist vielmehr, dass wir heute erst 
am Anfang unserer Kenntnisse von dem System der baby­
lonischen Tabellentexte stehen, dass wir zwar die einfach­
sten Typen kennen und in ihrer Funktion verstehen, dass 
aber darüber hinaus noch gänzlich anders gebaute Tabel­
lentypen existiert haben müssen. Einstweilen ist uns erst 
ein Exemplar dieser neuen Gattung bekannt, nämlich eben 
die Tabelle für n2 + n3 deren Funktion wir plötzlich nach­
her verstanden haben durch die Auffindung eines Textes, 
der gewisse kubische Gleichungen auf a.’2 4* æ3 = a redu­
ziert. Aber wir wissen bereits nicht mehr, wie die Auflö­
sung der allgemeinen kubischen Gleichungen dieses Textes 
vor sich gehen kann1 2, obwohl sie sicherlich auch wieder 
über Tabellentexte führen muss. Es hat gar keinen Sinn, 
an Hand dieses einen Textes wirklich abschliessendes über 
die Lösungsverfahren kubischer Gleichungen sagen zu wol­
len, wenn man bedenkt, mit welchem ungeheuren Material 
man eigentlich wird operieren müssen, um wirklich Ein­
blicke in die babylonische Mathematik erwarten zu dürfen. 
Ich kenne z. B. seit kurzem 4 Tafeln einer Serie, die min­
destens 10 Tafeln umfasst haben muss und die mindestens

1 Vgl. 1. c. Anm. 10, S. 320, sowie MKT Kap. Ill (BM 85200 + VAT 
6599).

2 Die Publikation und detailierte Bearbeitung erscheint in MKT 
Kap. VII.

♦
400 (!) Beispiele ganz spezieller Typen quadratischer und 
biquadratischer Gleichungen enthalten hat2. Man kann daran
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abschätzen, mit welcher Gründlichkeit die babylonische 
Mathematik ihre Aufgaben gruppiert und eingeübt hat und 
erst an Hand solcher Serien wird man im Stande sein, 
auch über die Lösungsverfahren bei anderen Aufgabengrup­
pen etwas andgültiges feststellen zu können.

Im Falle der kubischen Gleichungen ging unsere Kennt­
nis von eigentlich mathematischen Texten und Tabellen­
texten noch nicht allzu prinzipiell auseinander. Dies hat 
sich seither, wie mir scheint, verschoben. In QS 2, 304 habe 
ich schon kurz auf die Existenz von Zins- und Zinses­
zinsrechnungen hingewiesen. Die nähere Untersuchung die­
ser Texte hat nun u. a. zweierlei ergeben: erstens, dass auf 
Grund der Relation K — 2na die zwischen Anfangskapital a, 
Endkapital K und Zeit n (es handelt sich um eine spezielle 
Normierung, deren Diskussion hier zu weit führen würde1) 
besteht, nicht nur K aus a und n, sondern auch n aus K 
und a bestimmt wird, d. h. also, dass man ein Problem 
stellt und löst, das im Prinzip auf die Umkehrung der 
Exponentialfunktionen cæ also auf den »Logarithmus« 
hinauskommt — und dass zweitens die letzte Aufgabe 
offenbar wieder durch Rekursion auf Tabellentexte gelöst 
wird, wie es ja auch in der Tat im Wesen des Problems 
liegt.

Ich möchte in dieser vorläufigen Mitteilung nicht auf 
die Einzelheiten des Textes eingehen, umsomehr, als ich 
sie ja bald mit dem ganzen übrigen Material der MKT 
vorlegen zu können hoffe. Hervorheben möchte ich nur, 
dass hier wie bei den kubischen Gleichungen die Bezug­
nahme auf die Lösungszahlen der Aufgabe durch einen 
terminus technicus geschieht, der nunmehr schon eine

Einzelheiten in MKT Kap. VI, VAT 8521 und 8528. 



12 Nr. 13. O. Neugebauer:

ganze Gruppe wichtiger Tabellentexte zusammenschliesst1: 
Quadrate und Quadratwurzeln, Kuben und Kubikwurzeln, 
n in 7i2 + n\ so dass ich geradezu so weit gehen möchte, 
hier den gemeinsamen Hinweis auf die Aufgabe 
der Bestimmung einer Umkehrfunktion mit Hilfe 
von T a b e 11 e n t e X t e n zu erblicken.

1 Diese terminologischen Fragen habe ich in einer demnächst erschei­
nenden Arbeit im Arch. f. Orientforschg. Í) behandelt. Es handelt sich 
übrigens um den Kreis der Termini um »ib-DI«, auf den ich schon ge­
legentlich der kubischen Gleichungen hingewiesen habe.

2 Allerdings scheint mir auch manches Logarithmen der Basis 2 nicht 
völlig unmöglich zu machen. Aber wieder kann ein Text allein zur Ent­
scheidung nicht genügen.

3 Vgl. hierzu QS B 2, 291 ff. (1932).

Es ist klar, dass man damit wieder einmal vor einer 
Fülle ungelöster Fragen steht. Soviel ich sehe, sind die 
Tabellentexte, die in unserm Text einzugreifen haben, nicht 
ohne weiteres als »Logarithmentafeln« zu bezeichnen; sonst 
könnte man allerhand mir noch nicht ganz verständliche 
Umwege vermeiden2. Überhaupt muss ich ausdrücklich be­
tonen, dass ich das Wort »Logarithmen« nur zur kurzen 
Umschreibung des prinzipiellen Problems gebrauche, der 
tatsächliche Sachverhalt aber zweifellos nicht so einfach 
liegt. Aber auf jeden Fall scheint mir jetzt doch das Inter­
polationsproblem für Tabellentexte akut zu werden, auf 
das wir ja bisher nur von Quadratwurzeloperationen her 
gewisse Hinweise haben3. Und schliesslich hat man jetzt 
sowohl bei den kubischen Gleichungen wie bei den Zinses­
zinsrechnungen den Boden des »rein« algebraischen Ope­
rierens so gründlich verlassen, dass man doch vor einer 
ganz neuen Seite der babylonischen Tabellentexte steht: ich 
glaube, man hat sie nicht als »Rechenknechte« der Algebra
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zu fassen, sondern sozusagen als »Fun k fions tab eil en«. 
Tabellen für n2 + n?J oder (wie sie auch im Einzelnen aus­
sehen mögen) für cn u. s. w. spielen im Rahmen der Aus­
drucksmittel der babylonischen Mathematik die Rolle un­
serer stetigen Funktionen y — æ2 + x3 oder y = cx bzw. 
|/x, j/x und ihrer Umkehrfunktionen. Sie bilden das Bau­
material, das der babylonischen Mathematik zur Verfügung 
stand, so wie in der Frühgeschichte der Analysis die »ele­
mentaren« oder »analytischen« Funktionen, ohne dass alle 
diese Begriffe zunächst präzise umschrieben waren.

So glaube ich, dass wir neuerdings den Tabellentexten 
erhöhte Aufmerksamkeit werden zuwenden müssen, wenn 
wir den wirklichen Umkreis der babylonischen Mathe­
matik beschreiben wollen. Es stehen sich nicht mehr 
»Tabellentexte« und »eigentlich mathematische Texte« als 
prinzipiell verschiedene Textgruppen gegenüber, sondern 
man wird die Tabellentexte in »elementare Tabellen« (d. h. 
Multiplikations- und Reziprokentabellen) und »Funktions­
tabellen« gliedern müssen und die letzteren voll zu den 
»eigentlich mathematischen Texten« rechnen müssen. Das 
bedeutet, geschichtlich gesehen, dass unser Bild von der 
babylonischen Mathematik wieder sehr viel mehr an in­
nerer Geschlossenheit gewonnen hat. Das aus den frühe­
sten Phasen der babylonischen Mathematik bereits be­
kannte Verfahren der Tabellierung von Zahlenreihen be­
stimmter Gesetzmässigkeit erscheint nicht allmählich zu 
einer blossen Nebensächlichkeit zu degenerieren, sondern 
es entwickelt sich organisch weiter und greift auch in die 
eigentliche Mathematik ein, wie in den ältesten Anfängen. 
Zahlensystem, Stellenwert-Rechentechnik und numerische 
Erzwingung der Lösung algebraischer oder weiterreichen-
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der Aufgaben werden somit als Teile eines einheitlichen 
historischen Prozesses verständlich1.

1 Anhang. Es scheint mir, als ob diese Betrachtungsweise auch für 
ein fundamentales Problem der Geschichte der antiken Astronomie wesent­
lich werden könnte, nämlich für die Frage nach der Existenz einer kinema­
tischen Modellvorstellung der babylonischen rechnende Astronomie. Ohne 
einer systematischen Untersuchung dieser Fragen vorgreifen zu wollen 
glaube ich schon jetzt sagen zu dürfen, dass auch auf diesem Gebiet das 
Operieren mit tabellarisch gegebenen elementaren »Funktionen« den 
Ausgangspunkt zur mathematischen Behandlung der astronomischen Vor­
gänge abgegeben hat und nicht eine Rückübersetzung kinematischer 
Überlegungen in numerische Relationen, wie in der Ptolemäischen Astro­
nomie.

Korrekturzusatz. Zufällig sind mir soeben neue Ta­
bellentexte zugänglich geworden, die uns gerade in der hier 
erörterten Richtung um ein wesentliches Stück weiterbrin­
gen, nämlich Tabellen für die sukzessiven Potenzen cn ver­
schiedener Basen c (c = 9, 16, 1,40, 3,45 für n = 1 bis 10). 
Mir scheint, dass sich damit das Interpolationsproblem für 
Logarithmentafeln verschiebt in die Frage nach dem Wech­
sel zwischen verschiedenen Basen. Nur weiteres Textmate­
rial kann die definitive Beantwortung dieser Fragen herbei­
führen.

Færdig fra Trykkeriet den 12. Maj 1934.
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EINLEITUNG
f Anregung von Professor H. Bohr habe ich mich

ÍL früher mit dem folgenden Problem beschäftigt1:
Es sei /’(.s) — /’(o' + /7) eine im Streifen cc a ß ana­

lytische Funktion.
In welchem Grade werden der Funktion gleichartig 

fastperiodische Eigenschaften erteilt durch die Forderung, 
dass f(a+if) auf jeder Geraden <ï = ü0(a < < ß) fast­
periodisch sei?

Das Ergebnis dieser Untersuchungen lässt sich kurz in 
den folgenden zwei Sätzen zusammenfassen:

Hauptsatz I. Zu der Funktion f(ö+it) gehört eine 
endliche oder abzählbare Anzahl von Maximalstreifen I, 
die im Streifen a <. ö < ß überall dicht gelegen sind, d. h. 
ein beliebiger Teilstreifen y < <r < ó enthält Geraden tr = 
welche mindestens einem dieser Maximalstreifen angehören.

Hauptsatz II. Es ist möglich, eine ganze transzen­
dente Funktion zu konstruieren, für welche die Menge der 
Maximalstreifen, welche die in I erwähnte Bedingung er­
füllen, gegeben ist.

Nach dem Erscheinen der besprochenen Abhandlung 
stellte mir Docent B. Jessen folgende Frage:

Gibt es eine im Streifen a <. a < ß analytische Funk-

1 Om en Klasse næstenperiodiske analytiske Funktioner (Habilitations­
schrift). Kopenhagen. 1933.

1
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tion f(s), welche auf einer und nur einer Geraden a = <r0 
dieses Streifens fastperiodisch ist?

Diese Frage habe ich neulich beantworten können, in­
dem ich mittels Runges Polverschiebung eine Funktion 
mit den verlangten Eigenschaften konstruiert habe1. Schon 
während ich an der Lösung dieses Problems arbeitete, 
wurde es mir aber klar, dass es natürlich und nicht 
ohne Interesse wäre, zu versuchen die Frage zu verallge­
meinern und zwar in folgender Weise:

Falls man die in I und II erwähnte Menge von Maxi­
malstreifen entfernt, bleibt eine Menge von Trennungslinien 
zurück. Die Verallgemeinung ist nun die folgende:

Ist es möglich, eine analytische Funktion aufzubauen, 
welche auf jeder dieser Trennungslinien fastperiodisch ist, 
ohne in irgendeinem der Streifen gleichartig fastperiodisch 
zu sein?

Ich werde mich in dieser Abhandlung darauf beschrän­
ken, nur einen Teil der Aufgabe zu behandeln, nämlich 
den Aufbau einer Funktion, die nur auf einer einzelnen 
Geraden oder auf einer endlichen Anzahl von Geraden fast­
periodisch ist. Hoffentlich werde ich später zu dem allge­
meinen Problem zurückkehren können.

Ich gehe jetzt zu einer kurzen Besprechung der wich­
tigsten Hilfsmittel über. Ich glaube aber davon ausgehen 
zu dürfen, dass die Sätze über fastperiodische Funktionen 
einer reellen Veränderlichen schon so bekannt sind, dass 
es sich erübrigt, sie an dieser Stelle zu erwähnen, und ich 
werde deshalb nur die im Folgenden zur Anwendung kom­
menden Sätze über fastperiodische Funktionen einer kom­
plexen Veränderlichen aufzählen.

1 En analytisk Funktion med specielle næstenperiodiske Egenskaber. 
Matem. Tidsskrift B. 1933. Kopenhagen.
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Es sei /(s) = f((j+it) eine im Streifen a < o' < ß ana­
lytische Funktion; der Streifen wird mit («, ß) bezeichnet.

Die reelle Zahl t = /(/) heisst die zu ¿>0 gehörige 
Verschiebungszahl für /(s) im Streifen («, ß), wenn für 
jedes s in («, ß) die Ungleichung

I /(s + it) — /(s) I < e

besteht. Falls /*(.$) zugleich im Streifen « < <7 < /?, der mit 
\a, ß} bezeichnet wird, stetig ist, wird diese Ungleichung 
auch für o' = a und a = ß gelten.

Die Zahlen r = r(e) werden auf einer Zahlenachse ab­
getragen, dadurch entsteht eine Menge E («, f(s)), die rela­
tiv dicht heisst, wenn es eine solche Zahl l = 1(e) gibt, 
dass jedes Intervall der Länge / mindestens eine Zahl 
t = t(e) enthält.

Hauptdefinition. Die Funktion f(s) soll fastperio­
disch in («, ß) heissen, wenn zu jedem e > 0 eine relativ 
dichte Menge E(E,f(s)) von Verschiebungszahlen r — t(e) 

gehört; wird über f(s) ferner vorausgesetzt, dass sie im 
abgeschlossenen Streifen \a, ß) stetig ist, sind die Zahlen 
dieser Menge auch Verschiebungszahlen i — t(e) für die 
Geraden <r = a und a = ß, und f(s) heisst dann fastperio­
disch in {«, ß}.

Der Ausdruck »eine Funktion f(s) ist fastperiodisch in 
[a, /?]« soll bedeuten, dass f(s) in jedem Teilstreifen (ax, ßt), 
wo a < cq < ßx < ß, fastperiodisch ist.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen können wir jetzt die zu 
verwendenden Sätze formulieren. Wo nicht anderes bemerkt 
ist, handelt es sich um Sätze von H. Bohr.

I. Die Summe und das Produkt zweier in [a, $ fast- 
periodisclier Funktionen sind wieder fastperiodisch in 
[«, ß].
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Die Grenzfunktion F(s) einer in («, ß) gleichmässig 
konvergenten Folge von in («, ß) fastperiodischen Funk­
tionen /i(s), f%(s), fn(s), ■■■ ist wieder fastperiodisch 
in («, ß)-

Über Differentiation und Integration gilt: Ist f(s) fast­
periodisch in [a, ß], wird auch /' (.s) fastperiodisch in [a, ß] 
sein; wenn das unbestimmte Integral dieser Funktion f(s) 
in [«, ß] beschränkt ist, wird es wiederum eine in [a, /?] 
fastperiodische Funktion.

II. Die Fourierentwicklungen der in [a, fastperio­
dischen Funktion f(s) für Fff(t) = [((?+if) (a < a < ß), 
können in der Dirichletentwicklung

/(s) 00 Ane^ns 

gesammelt werden. Ist /(s) fastperiodisch in {a, ß/, gilt die 
Entwicklung auch auf den Geraden o* = r< und o' = ß.

III. Die Dirichletentwicklungen der Summe und des 
Produkts zweier in [a, $ fastperiodischer Funktionen er­
hält man durch formale Rechnung.

Die Dirichletentwicklung der Grenzfunktion F(s) einer 
in (a, ß) gleichmässig konvergenten Folge von fastperio­
dischen Funktionen fn(s) entsteht durch formalen Grenz­
übergang in der Entwicklung von fn(s).

IV. Eine in der Halbebene (— oc, «] fastperiodische
Funktion f(s) X , deren Exponenten alle positiv
mit einer von Null verschiedenen unteren Grenze sind, hat 
ein unbestimmtes Integral F(s), das ebenfalls in (—oc, 
fastperiodisch ist, und man erhält die Entwicklung von 
F(s) durch gliedweise Integration.

Schliesst die Gerade o'= « sich der Halbebene o' < a 
an, oder mit anderen Worten: setzt man über f(s) voraus, 
dass sie in (—00, «} fastperiodisch ist und die Entwicklung
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/■(ü CXD — dc < o-< ¿c hat, folgt aus dem Beweise
des obigen Satzes unmittelbar, dass das unbestimmte Inte­
gral von f(a-\-it) beschränkt ist, d. h. das Integral ist eine 
fastperiodische Funktion der reellen Veränderlichen t Nach 
diesen Bemerkungen ist es möglich, den für die nach rechts 
abgeschlossene Halbebene (—oc, «) geltenden und dem 
obigen entsprechenden Satz herzuleiten.

V. Ist /(.s) fastperiodisch in [a, ß] und sind die Expo­
nenten ¿in numerisch beschränkt, z. B. |^/n| < 1, dann 
ist /’(.$) eine ganze Transzendente und fastperiodisch in 
[—oc, +oo].

Ich habe damit die Sätze über fastperiodische Funk­
tionen, welche ich anwenden werde, aufgezählt, und es 
fehlt nur noch, an Runges Methode der Polverschiebung 
zu erinnern; ich formuliere den Runge’schen Satz in der 
speziellen Form, in welcher ich ihn anwenden werde:

VI. Bezeichnet man ein Polynom mit P0(x), so ist 
z) = Pn( 9 , „ j eine rationale Funktion von z mit den

Polen z = ± i. Wünscht man die Pole z = ± i in einen
Punkt z = a zu verlegen, wo — 1 < a < 0, wird zunächst 
ein Verschiebungsgebiet G in der z-Ebene gewählt, welches 
ausserhalb einer einfachen geschlossenen Kurve liegt, die 
z = ± z und z — a ganz umschliesst. Der Satz von Runge 
besagt dann, dass es möglich ist, für jedes e > 0 ein solches 
Polynom P(x) zu bestimmen, dass für alle z im Gebiete G — 
d. h. ausserhalb der geschlossenen Kurve — die Ungleichung

bestehl.
Zum Schluss der Einleitung werde ich zur Orientierung 

eine kurze Übersicht der vorliegenden Arbeit geben:
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In § 1 konstruiere ich eine ganze Transzendente, die 
in den Halbebenen (—cxd, o} und [0, + oc) fastperiodisch 
ist, aber in den zwei Halbebenen voneinander verschiedene 
Dirichletentwicklungen hat. Diese Funktion ist die in meiner 
Habilitationsschrift konstruierte, hier kommt aber bei meiner 
Anwendung von Runges Methode der Polverschiebung noch 
ein neues Moment hinzu, nämlich die Abschätzung der 
Grösse des numerischen Beitrags, der von den Gliedern 
der Dirichletentwicklungen mit Exponenten zwischen 0 und 
1 bzw. zwischen — 1 und 0 herrührt.

In § 2 konstruiere ich eine ganze Transzendente O(s), 
die in den beiden Halbebenen (—oo, a/ und (/?,-f-oc) 
fastperiodisch ist, ohne auf irgendeiner der Geraden 
o' = oø(«< <r0 < ß) fastperiodisch zu sein.

Bei der Konstruktion einer solchen analytischen Funk­
tion gilt es ein Mittel zu finden, welches die Hebung der 
fastperiodischen Eigenschaft bewirken kann. Man muss 
sich nun erst daran erinnern, dass, wenn eine fastperio­
dische Funktion einer reellen Veränderlichen eine Fourier- 
entwicklung besitzt, deren konstantes Glied von Null ver­
schieden ist, so wird das unbestimmte Integral dieser Funk­
tion nicht beschränkt sein, d. h. nicht fastperiodisch sein — 
hiernach sieht man sofort ein, dass eben Integration 
das gesuchte Mittel ist.

Wir verfahren folgendermassen:
Durch Anwendung der in § 1 konstruierten Funktion 

y(s) bilden wir eine Funktion, welche sowohl in der Halb­
ebene (—oo, «/, im Streifen [a, ß], wie auch in der Halb­
ebene \ß, + oc) fastperiodisch und so beschaffen ist, dass 
die konstanten Glieder der Dirichletentwicklungen in den 
beiden Halbebenen gleich Null sind, während das kon­
stante Glied im Streifen [a, ß] von Null verschieden ist.
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Die den Dirichletentwicklungen in den beiden Halbebenen 
(—oo, a} und \ß, + oo) angehörigen Exponenten werden 
sich zwar im Punkte Null häufen, wir haben aber schon 
in § 1 die von diesen Gliedern herrührenden Beiträge ab­
geschätzt; es wird somit durch spezielle Wahl der bei der 
Polverschiebung zu verwendenden Zahlen en möglich sein 
zu erreichen, dass das Integral der Funktion in den beiden 
Halbebenen (—oo, und (ß, 4-oo) fastperiodisch wird,
ohne auf irgendeiner der Geraden o' = o'0(« < o'0 < ß) fast­
periodisch zu sein.

Danach wird es sehr einfach sein, durch Anwendung 
der in § 1 und § 2 aufgebauten Funktionen ganze Trans­
zendenten zu konstruieren, welche nur auf einzelnen Ge­
raden fastperiodisch sind. Dies wird in § 3 durchgeführt, 
wie schon bemerkt, beschränke ich mich aber darauf, das 
Problem nur für eine endliche Anzahl von Geraden zu be­
handeln.

Ich bemerke, dass ich durch die Bezeichnung »Haupt­
satz« die besondere Bedeutung der Funktion Ö>(s) habe 
betonen wollen; ich glaube nämlich, dass diese Funktion 
bei vielen Konstruktionen, welche eigentümliche fastperio­
dische Eigenschaften von analytischen Funktionen be­
leuchten können, sich als brauchbar erweisen wird.

§ 1. Konstruktion eines wichtigen Beispiels.
Wir wollen nun an die erste Aufgabe herangehen, näm­

lich an die Konstruktion einer Funktion y(s) mit folgen­
den Eigenschaften:

1) y(s) sei eine ganze Transzendente.
2) y(s) sei fastperiodisch in (—oo, 0¡ und ¡0, 4~oo).
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3) ç (s) habe voneinander verschiedene Dirichletent- 
wicklungen in den beiden Halbebenen.

Als Bausteine verwenden wir reinperiodische Funktionen 
mit Polen auf einer Geraden a = <r0.

Wir fangen mit einer Funktion an, deren Pole auf 
<r=l liegen, z. B.

To(s) — 0+1/ e7r(s- O_pi

welche die Pole .$■ = 1 + (2 ç + 1) z (q = 0, ±1, ±2, • • • • ) 
und die Periode 2 i hat.

Auf <p0(s) wendet man die Transformation

(1)

an, welche die Funktion in

mit den Polen z = ± z überführt.
Für diese Funktionen erhält man die Entwicklungen
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Das konstante Glied der Entwicklung von y0(s) ist in 
<r< 1 gleich 1, in a > 1 gleich 0.

Ferner bemerkt man, dass die Dirichletentwicklung (2) 
in der Halbebene <r < 1 nur ein einziges Glied enthält, 
dessen Exponent kleiner als 1 ist, nämlich das zu m = 0 
gehörige Glied ^0(s) = 15 die Entwicklung in der Halb­
ebene o'> 1 enthält aber kein Glied, dessen Exponent 
grösser als —1 ist — dies wird durch %0(s) = 0 ausge­
drückt.

Verschiebung der Pole von a = 1 nach o 

Wir werden jetzt Runges Methode anwenden,

1
" 2’
indem

wir die Pole ± i in der z-Ebene durch den einzigen Pol

— e 4 ersetzen.
Durch die Transformation (1) erhält man:

z — ± z ergibt die Pole s = 1 +(27 + 1)/
TT

z = — e 4 — - — s = ^ + 2 (2 7 + 1) z.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, die 

Pole in der s-Ebene von er = 1 nach o' = zu verschieben
1 2

und gleichzeitig diejenigen auf <* = 9 zu zerstreuen.

Es wird hiernach notwendig, ein passendes Verschie­
bungsgebiet (/\) in der s-Ebene und das zugehörige Gebiet 
(Gt) in der z-Ebene zu wählen.

Das Gebiet /\ wird definiert durch

1 1,7 1 4 1
o* 2^ 9 2*^ , 2 2 9 

7
22 < <r;

mittels (1) erhält man — indem z = re1'9 — dass Gi durch
3 .T

r < e 8 ;
3 ~l 3 TT n 3 TT

e 8 r < e 8 , < < 4 > e 8 < r

definiert ist.
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Diese Gebiete haben wir so gewählt, dass die Pole 

z = ±z und z = —e 4 in dem zu komplementären Ge­
biete gelegen sind, während die Pole s = 1 + (27+1)z 

und s = +2(2i/+ l)z in dem zu I\ komplementären Ge­

biete liegen.
Nun wird die Folge der positiven Zahlen > e2 > • • •

00

so gewählt, dass die Reihe konvergiert und eine
1 1

Summe hat, welche kleiner als — ist; diese Zahlen wer- 

den späterhin noch zwei Bedingungen unterworfen.
Mit Runges Verfahren bestimmen wir danach das Poly­

nom I\(x) so, dass im Gebiete GL die Ungleichung

<

besteht. Hiermit ist eine Funktion (z) = Pr (----\

\e4 z + 1/ 
festgelegt, die in der z-Ebene analytisch ist bis auf den 

TT
Pol z = — e 4.

Durch die Transformation (1) ergibt sich

$P1 CO

Diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene bis auf die 

Pole s = —+2(2g+l)z und hat die Periode 4 z. Ferner 

erfüllt sie in rt die Ungleichung

5Pi(s) — CjPo(s) I < (3)

und wir haben nun die Entwicklungen
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Durch die Transformation (1) ergibt sich weiter

Für die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (3):

< und

In der Dirichletentwicklung (2') für o' < — gibt es nur ¿2
ein einziges Glied, dessen Exponent kleiner als 1 ist, näm­
lich ipiCs) = a(0L); während die Entwicklung in der Halb­
ebene a > 1 ein einziges Glied enthält, dessen Exponent 
grösser als — 1 ist, nämlich (s) = b^\

Der zweite Schritt 

der Pole von o' = —¿2 
dem vorhergehenden.

besieht aus einer Verschiebung 

nach — y und ist ganz analog

Wir wollen nun sehen, wie der nle Schritt verläuft.
Nach n — 1 Schritten haben wir 

ÿn-i(s) = ft
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erreicht; diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene mit 

Ausnahme der Pole s = —[ + 2n-1(2q + 1)i und erfüllt 

im Gebiete /'n-i die Ungleichung

liPn-tO) —5Pn_2(s)| < *n_r

Nun verschieben wir die Pole von <r = __t n a c h
1

2« ’
Als Ausgangsfunktion wird (pn_1(s) verwendet, und die

Transformation ist

dadurch erhält man in der z-Ebene

Diese Funktion ist analytisch in der ganzen z-Ebene 
bis auf die Pole z = ± z.

In der z-Ebene werden die Pole ± i nach dem Pole 
n

— e verschoben.

z = ± i ergibt die Pole s = t + 2n~ l(2</ + l)z
%

z = 4" - - — s = ^ + 2"(29+l)i.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, 
die Pole in der s-Ebene von er = oz^zr1 nach o' = zu

verschieben und gleichzeitig diejenigen auf o' = — zu zer­

streuen.
Das Gebiet rn ist definiert durch

<r < ------------•---------< <r< —-— — 9« — 2 < / < 4- 9« — 20 2n+1’ 2n + 1~ —2n + 1’ — < o',
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und das entsprechende Gebiet Gn in der z-Ebene wird

r <e 22n+l
371 

«2 n +1 e" < r.

Durch Runges Methode wird das Polynom Pn(x) so
bestimmt, dass im Gebiete Gn die Ungleichung

besteht.

< fn

Damit ist

legt, die nur

eine

den

Funktion Rn(z) = Pn¡—^-----\ festge-

\e4"z + l/
Pol —e 4 hat, und durch Anwendung

der Transformation ergibt sich

f/n Û0 = Pn

welche analytisch in der s-Ebene mit Ausnahme der Pole 

s = —+2n(2ç+l)z ist und die Periode 2n + 4z hat. Diese 

neue Funktion erfüllt im Gebiete rn die Ungleichung

— i(s)l < fn-

Ferner haben wir

z I < e

z| > 1.

Die Transformation z = e2 2 ergibt
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1

—(s) = (4)
1

In der zu der Halbebene <j < 1
2n gehörigen Dirichlet-

entwicklung von yn(s) — yn_t(s) gibt es höchstens 2n_1 
Glieder, deren Exponenten kleiner als 1 sind; ihre Summe 
bezeichnen wir mit

m = 0

i

q n
wo qn die grösste ganze Zahl ist, für welche n < 1.

In der Halbebene o' > enthält die Entwicklung (4)

höchstens 2n 1 Glieder, deren Exponenten grösser als — 1 
sind; ihre Summe bezeichnen wir mit 

m = 0

wo qn dieselbe Zahl wie oben ist.
Wir wollen jetzt die Grösse von | (s) I in < 0 ab­

schätzen. Da I Rn(z) — Kn-i(z) I < fn für | z | < e 2*2n+1 = ön, 
ergibt sich aus dem Cauchy’schen Koeffizientensatze

3 jrm
I <n) I £n «2n + l zr,\
1% I S jffl - (7)

n

und es gilt somit in der linken Halbebene des Gebietes /’n
id. li. für o'< —+1) die Ungleichung
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Da die Halbebene o' <1 0 sämtlichen Gebieten ange­
hört, ergibt sich, dass die Ungleichung

(8)

richtig ist für <r < 0 und 7? = 1, 2, 3, . . ..
Wir gehen nun dazu über, die Grösse von |%n(s)| in 

einer Halbebene, die in sämtlichen Verschiebungsgebieten 
/’n (z. B. a > 2) enthalten ist, abzuschätzen.

Da für |z|>e2_n 1 = — die Ungleichung \Rn(z)—Rn-i(z) | < fn 
On

besteht, erhält man ebenso, dass

3 7Î7H

(9)

woraus die Ungleichung

Znö|<2"-‘(n (10)

folgt, die richtig ist z. B. für o' > 2 und n — 1, 2, 3, . . .. 
Für die konstanten Glieder haben wir

I u(on) I < und I Mon) I < in.

Die oben gefundene Majorisierung von ifj(s) und %n(s) 
wird erst im folgenden Paragraphen zur Anwendung kom­
men; an dieser Stelle kehren wir wieder zur Untersuchung 
der Funktionen

<f>o(s), 5Pi(s), • • •, SPn(O> • • •

zurück, um zu zeigen, dass diese Folge von Funktionen 
eine Grenzfunktion y(s) hat, welche eine ganze Transzen­
dente ist.

Wir betrachten die Verhältnisse innerhalb eines festen 
Kreises | s | < o.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 14. 2
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Das Gebiet /’n ist definiert durch

7

und es ist somit möglich, eine solche Zahl N zu wählen, 
dass alle Gebiete /'N, rN+1, . . . den Kreis |s| < o ent­
halten.

Die gesuchte Grenzfunktion wird in der Form

ac

(s) = (*0 + S (<Pn O) — $Pn _ i 0))
N+l

geschrieben. Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind ana­
lytische Funktionen im Kreise |s| < o.

Da im Kreise | s| < (> die Ungleichung | yn(s)— (pn_] ($) | <QC
besteht, und da ferner e konvergent ist, ergibt sich, 

2V + 1
dass die Reihe gleichmässig konvergiert; y (s) ist also ana­
lytisch im Kreise |s| <o, und da o beliebig gross gewählt 
werden kann, ist y(s) eine ganze Transzendente.

Jetzt haben wir y(s) festgelegt und wollen nun ihre 
fastperiodischen Eigenschaften untersuchen.

Da die Halbebene o' <0 sämtlichen Gebieten /'n ange­
hört, die Funktionen 9n(s) fastperiodisch (sogar reinperio­
disch) in diesen Gebieten sind, und die Ungleichung 
|<pn($)-—fpn __iGO| < £n in o'< 0 besteht, können wir durch 
eine Majorantenbetrachtung schliessen, dass die Folge gleich­
mässig konvergent in der Halbebene a < 0 ist, d. h. y(s) 
ist fastperiodisch in (—oo, Oj.

Indem ó eine beliebig kleine, positive Grösse ist, wird 
die Halbebene o' > ô sämtlichen Gebieten r von einer ge­
wissen Stelle an angehören; in genau derselben Weise wie 
oben lässt sich dann beweisen, dass <¡p(s) fastperiodisch in
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der Halbebene ó < o < + oc ist, d. h. y(s) ist fastperio­
disch in [0, + oo).

Da cp(s) fastperiodisch in (—oo, 0/ und in [0, + cc) ist, 
können — infolge des Satzes II der Einleitung — die Fourier- 
entwicklungen der bei jedem festen Wert von o entstehen­
den fastperiodischen Funktionen in zwei Dirichletentwick- 
lungen gesammelt werden:

<jp(s) ' Ao + ¿ Ane^nS (^n =h 0)

<¡p(s) x Bo + S BneM,lS (AIn . 0)

für <¡ 0

für o > 0.
GO

Diese Entwicklungen entstehen aber durch formalen 
Grenzübergang in den entsprechenden Entwicklungen von 
yn(s) — Satz III der Einleitung — also ergibt sich aus 
der Darstellung

5p(«) = 5Po(s) + 2 (^nO) —’
QO 00

dass Ao = 1 + 2 «o"' und = 0 + 2 •

Von den konstanten Gliedern zeigten wir: | «o*'I < £n 
ce j

und IC’I < fn; da nun ferner die Ungleichung 5 , fn < — 

besteht, ergibt sich sofort, dass
co, Ji J

I Ao I > 1 — 2 > 2 und I ßo I < 2\ < 2 

d. h. Ao d= Bo.
Die Dirichletentwicklungen der Funktion y(s) in den 

beiden Halbebenen sind also voneinander verschieden.
Damit haben wir bewiesen:
Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die sowohl 

in (—oc, 0¡ wie auch in [0, + oc) fastperiodisch sind und in 
den beiden Halbebenen voneinander verschiedene Dirichletent­
wicklungen haben.

2*
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§ 2. Eine ganze Transzendente, die in zwei getrennten 
Halbebenen fastperiodisch ist.

Wir gehen nun zu der eigentlichen Aufgabe über, näm­
lich zu der Konstruktion einer Funktion (I)(s) mit folgen­
den Eigenschaften:

1) <Z)(s) sei eine ganze Transzendente.
2) O(s) sei fastperiodisch in (— oc, und in + oc), 

wo — oc<«<ß<4- oc.
3) (D(s) sei auf keiner Geraden o' = cr0 (« < <r0 < /?) fast­

periodisch.

Beim Aufbau von <Z>(s) werden die in § 1 eingeführten 
Funktionen <¡p(s), ïpn(s) und %n(s) angewendet.

Wir werden zunächst die Glieder der Dirichletentwick- 
lungen von y(s) — § 1, (11) — welche Exponenten haben, 
die numerisch kleiner als 1 sind, abschätzen; mit anderen 
Worten : wir wollen die Reihen

’Z'o (*) + Vi (s) 4------F Wn (s) d------ I
Zo(s) +Zi(s) 4------F%„(s) d------ J

untersuchen.
Es ist früher bewiesen worden, dass die Glieder dieser 

Reihen für jedes n > 1 die Ungleichungen

I Vn(s) I < J
I Z„(s)l < 2n-‘fn, <r>2 / (2)

erfüllen. Jetzt wird es notwendig sein, die Zahlen e einer 
weiteren Bedingung zu unterwerfen, nämlich der, dassQO

konvergent ist; diese ist mit der ersten Bedin- 
1 =c I

gung « vereinbar.i IL 2
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Dadurch ist es uns ermöglicht, mittels einer Majoranten­
betrachtung einzusehen, dass die durch die Reihen (1) de­
finierten Summen und /($) in (-00, ()} bzw. in
(2, + 00) fastperiodisch sind.

Aus dem Satze V der Einleitung schliesst man nun, 
dass diese beiden Funktionen ganze Transzendenten und 
in (—»2, + oc] bzw. in [—00, + oc) fastperiodisch sind.

Da die Diricliletentwicklungen von i^(s) und %(s) durch 
formale Addition der zu tyn(s) und %n(s) gehörigen Ent­
wicklungen entstehen, hat man

V'O)
0 < < 1

z(«0

CXD

— 1 < Mn < 0

(3)

Auf Grund der absoluten und gleichmässigen Konver­
genz der Reihen (1) und aus der Art und Weise, in wel­
cher wir die Ungleichungen (2) gefunden haben, sehen wir 
sofort, dass die Reihen (3) absolut und gleichmässig kon­
vergent in (—00, 0} bzw. {2, + oc) sind.

Wird das konstante Glied nach der linken Seite trans­
portiert, erhält man aus (3):

V'(s) —Ao
<)<,/„< 1

Z (s) — Bo
— 1 < Mn < 0

(4)

Wir wollen nun ein unbestimmtes Integral jeder der
Funktionen betrachten:
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íp'(s) = $ (^(s) —Ao) ds 
A Cs) = $ (z (s) “ Bo)({s-

(5)

Zu untersuchen ist, ob diese ganzen transzendenten 
Funktionen <F(s) und A(s) wiederum fastperiodisch sind. 
Wir müssen deshalb zu den ursprünglichen Ausdrücken — 
§ 1, (5) und (6) — zurückkehren:

n 7 m 7i / 1 \
/ \ 7 (n) \ y (n) o" \ 2n-1

ZnGO-/’o = /, e K " •
m= 1

(6)

Durch Entfernung der konstanten Glieder von jedem 
einzelnen Glied der Reihen (1), wodurch die Funktionen 
i//(s) und %(s) definiert wurden, erhält man

^>(s)—A0 (^n(s)~4"*)

X(S)-BO =¿ (%„(«)-6*0"’),

1

(7)

die in der Halbebene er < 0 bzw. in er > 2 absolut und 
gleichmässig konvergent sind.

Durch Integration erhält man nun aus (6) das Folgende:

(8)
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welches in Verbindung mit den in
gleicliungen

<

<
3nm
?2n +1 

f eu

gefundenen Un­

schön durch eine lose Abschätzung ergibt :

(^nC0 —a(on))^ < 22n-2f ,n y « < 0

\ (xn^~b^ds < 22n-2f ,n ’ <r>2. 1

Jetzt macht man über e die dritte Voraussetzung, dass
QC

\ 22n_2en konvergent sei, welche Bedingung mit den zwei 

früheren vereinbar ist. Wenn wir diese Voraussetzung in 
Verbindung mit (9) anwenden, können wir — durch eine 
Majorantenbetrachtung ■— sofort schliessen, dass die aus
(7) durch gliedweise Integration und Verwendung der durch
(8) festgelegten Integrale entstehenden Reihen

¿’S(’/'n(s)_aon>)ds

Í (10) 
¿S(Xn(S>-Z’o">)rfs

in der Halbebene o' < 0 bzw. in o' > 2 absolut und gleich­
mässig konvergent sind.

Daraus folgt, dass die durch die Reihen (10) definier­
ten Funktionen eben unbestimmte Integrale ¿F(s) und X(s) 
von ip(s) — A0 bzw. #(s) —Bo sind, d. h.

O) = ¿ Ü (^n <S) “ ö(on)) ds, (T < 0 
1

=¿ü(znW-^n))rfs, <r>2.
(11)
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Wir haben damit die früher erwähnten Funktionen

*B(s) = j¡ —A0)t/s
A’(.s-) = $ (%(s) —B0)ds

festgelegt. Aus der Darstellung (11) lässt sich sofort schlies­
sen, dass ^(s) und A’(s) in der Halbebene (—oc, o) bzw. 
in der Halbebene ¡2, 4-oc) beschränkt bleiben; infolge des 
Satzes I der Einleitung sind diese Funktionen also fasl- 
periodiscli in [— oc, + 0] bzw. in [2, + oc].

Aus einem bekannten Salze ergibt sich nunmehr, dass 
die Dirichletentwicklungen von W(s) und A'(s) durch glied­
weise Integration von (4) entstehen:

o' < 0

2 < o'.
(12)

Indem man sich daran erinnert, dass die Exponenten 
dieser Entwicklungen positiv bzw. negativ sind, erhält man 
aus dem Satze V der Einleitung, dass W(s) und A’(.s) in 
(— oc, + oc] bzw. in [— oc, + oc) fastperiodisch sind.

Damit ist das Folgende erreicht:
Wir haben die untenstehenden Entwicklungen der in 

§ 1 aufgebauten Funktion y (.$*) gefunden:

y (s) CND Ao 4- Ane /nS ,
i

9>(s) ~ «„ + ¿ ,
1

o' < 0
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Zufolge der Voraussetzung, dass 2n 1fn konvergent ist, 

wird die zu 0 < An < 1 gehörige Teilreihe der ersten Ent­
wicklung eine in (—oo, + oc] fastperiodische Funktion

' Ä04- Ane^nS
()</„<!

bestimmen, während die zu —1 < Mn < 0 gehörige Teil­
reihe der zweiten Entwicklung eine in [—oo, + oo) fast­
periodische Funktion bestimmt:

z(s) CK /;„+ BneMnS.
— 1 < Mn < 0

Macht man nun über die Zahlen en die Voraussetzung,
00

dass sogar 22n_2fn konvergent ist, werden die Funk- 
1

tionen ip(s) — Ao und %(s) —Bo die unbestimmten Integrale 
^(s) und A(s) haben, welche wiederum ganze transzen­
dente Funktionen und in (—oo, + oo] bzw. in [—oo, 4- oc) 
fastperiodisch sind.

Indem wir diese Voraussetzung über en festhalten, gehen 
wir jetzt dazu über, die Funktion

(f) (s — «) + cp (— s 4- Æ) — Ao — Bo ,

wo —oo < a < ß < 4-oc, zu betrachten. Diese Funktion 
ist eine ganze Transzendente, fastperiodisch in (—oc, , 
[a, ß], \ß, 4-oc) und hat die Entwicklungen

B„ - Ao + X Bn eM« (s”“)+ V B„ ,

o' < a

a < o' < ß.

ß < o'.
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Da die in den Entwicklungen auftretenden Teilreihen, 
welche den Exponenten zwischen 0 und 1 oder — 1 und 0 
entsprechen, ganze transzendente Funktionen bestimmen, 
die in (—oc, + oc] bzw. in [—oc, + oc) fastperiodisch 
sind, wird

1) die den Exponenten > 1 entsprechende Teilreihe 
der ersten Entwicklung eine Funktion bestimmen, welche 
in (—oc, «} fastperiodisch ist,

2) die den Exponenten > 1 oder < — 1 entsprechende 
Teilreihe der zweiten Entwicklung eine Funktion bestim­
men, welche in [a, /?] fastperiodisch ist,

3) die den Exponenten < —1 entsprechende Teilreihe 
der dritten Entwicklung eine Funktion bestimmen, welche 
in {A + oc) fastperiodisch ist.

Aus dem Satze IV der Einleitung können wir in Ver­
bindung mit den früheren Ergebnissen schliessen, dass

(I) (s) = (y (s — a) + (f> (— s + /?) — Ao — fî0) ds 

fastperiodisch in (—oc, «) und {/?, + oc), aber auf keiner 
Geraden a = (To, « < <r0 < /?, fastperiodisch ist.

Damit ist bewiesen:
Hauptsatz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die 

sowohl in der Halbebene (—oc, wie auch in der Halb­
ebene (/?, + oc) fastperiodisch sind, ohne auf irgendeiner der 
Geraden a = a0, a < a0< ß, fastperiodisch zu sein.

Wir betrachten jetzt die Funktion

ÿ (s — /?) + y(— s + a) — 2 Ao ;

ihre Dirichletenlwicklung im Streifen {a, ß\ wird das kon­
stante Glied Null haben, während die konstanten Glieder 



Untersuchungen über eine analytische Funktion. 27

der Entwicklungen in den Halbebenen a < a bzw. ß < a 
von Null verschieden sind. Das unbestimmte Integral

j¡ (y (s — ß) + (f) (— s + «) — 2 Ao j ds

wird dann eine ganze Transzendente sein, die fastperio­
disch im abgeschlossenen Streifen {«, ß} aber auf keiner 
Geraden ausserhalb dieses Streifens fastperiodisch ist.

Man erhält somit den
Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die in 

einem abgeschlossenen Streifen fastperiodisch sind, ohne auf 
irgendeiner der Geraden ausserhalb dieses Streifens fast­
periodisch zu sein.

§ 3. Eine ganze Transzendente, die nur auf einer end­
lichen Anzahl von Linien fastperiodisch ist.

Durch Anwendung der in § 1 konstruierten Funktion 
y(s) bilden wir zunächst die ganze Transzendente

5P (s) + y (— s) — 2 Ao,

wo Ao das konstante Glied der der Halbebene a < 0 ent­
sprechenden Dirichletentwicklung von y(s) ist.

Diese Funktion ist fastperiodisch sowohl in den Halb­
ebenen (— oo, 0] und [0, + oc), wie auch auf der Geraden 
<r = 0. In den Halbebenen o < 0 und <r > 0 werden die 
konstanten Glieder der Dirichletentwicklungen von Null 
verschieden sein, während das konstante Glied der zu 
der Geraden a = 0 gehörigen Fourierentwicklung gleich 
Null ist.
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In genau derselben Weise wie bei dem Beweise des 
Hauptsatzes in § 2 erhält man, dass die ganze transzen­
dente Funktion

(y (s) + y (— s) — 2 Ao) ds

fastperiodisch auf der Geraden o- = 0, aber auf keiner an­
deren Geraden fastperiodisch ist.

Damit haben wir bewiesen:
Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, welche auf 

einer Geraden o = o0 fastperiodisch sind, ohne auf einer Ge­
raden o zfi Oq fastperiodisch zu sein.

Wir gehen nun dazu über, eine Funktion zu kon­
struieren, welche auf einer endlichen Anzahl von Geraden 
a = a1, a = . . ., a = an (at < a2 < . . . < on) fastperio­
disch ist, ohne auf irgendeiner anderen Geraden fastperio­
disch zu sein.

Im vorigen Paragraphen bauten wir eine dem Streifen 
I (a < a < /?) entsprechende Funktion (hj(s) auf, welche 
in den Halbebenen (—oo, «) und (/?, + oc) fastperiodisch 
war, ohne auf irgendeiner Geraden (> = o0 (a < Oq < Æ) 
fastperiodisch zu sein.

Wir wollen nun die zwischen den gegebenen Geraden 
a = tfp . . ., a = <r liegenden Streifen mil Zr < o'< a.¿), 
■ ■ -, < «■< <ín) und die zugehörigen Funktionen
(fits') mit <b, (s), (Dt (s), . . (fiT (s) bezeichnen.1n — I

Über die Funktion

n —1

q = i q

lässt sich das Folgende aussagen:
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1) Da die einzelnen Funktionen (DT (s) ganze Transzen-
<7

denten sind, ist ihre Summe auch eine ganze Transzen­
dente.

2) Da die einzelnen Funktionen (DT (s) sowohl in der 
Halbebene (—oo, gJ wie auch in der Halbebene \Gn, + c*c) 
fastperiodisch sind, und da ferner die Exponenten der 
Dirichletentwicklungen alle positiv bzw. negativ sind, ist

n — t

auch die Summe > (DT (s) in den Halbebenen (— 00, G1y
1

und {(Jn, 4- cxd) fastperiodisch.
3) Für g = g0, wo gl < o'o < o'2, ist die Funktion 

(Dj (o'0+ü) nicht fastperiodisch, während alle übrigen Funk­
tionen auf dieser Geraden fastperiodisch sind. Die Summe 
der Funktion ist somit auf keiner Geraden a = g0 die im
Streifen gx < g < g2 gelegen ist, fastperiodisch. In derselben 

n — 1

Weise zeigt man, dass die Funktion 
1

auf keiner

in irgendeinem anderen der Streifen liegenden Geraden 
g = o'o fastperiodisch ist; dagegen sind die einzelnen Funk­
tionen øT (s) auf jeder der Geraden g = gx, . . ., g = g

Q
fastperiodisch, woraus folgt, dass die Funktion auf jeder 
dieser Geraden fastperiodisch ist.

n = 1\
Damit ist est gelungen, eine Funktion \ (s) zu

1 q
konstruieren, welche auf den gegebenen Geraden g = gx , 
g = g2, . . ., g = Gn fastperiodisch ist; diese Funktion ist 
aber auch in den beiden Halbebenen (— 00, gJ und {gh, + oc) 
fastperiodisch. Das Ziel wird jetzt, die fastperiodische Eigen­
schaft in diesen Halbebenen aufzuheben.

In § 2 haben wir auch eine Funktion _Q(s) konstruiert, 
welche im abgeschlossenen Streifen {«, fastperiodisch 
ist, ohne auf irgendeiner Geraden ausserhalb dieses Strei-
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fens fastperiodisch zu sein. Wir bauen nun die dem Strei­
fen I = {ö}, on} entsprechende Funktion auf.

Über die Funktion
n —1

f7\Cs) +-Q/.S)
i

können wir Folgendes aussagen:
n —1

1) Da y (D. (s) und Í2z(s) ganze transzendente Funk-
i

tionen sind, wird auch ihre Summe eine ganze Transzen­
dente sein.

2) Da

und \<in,

n —1

in tien beiden Halbebenen (—sc, tf-J 

+ sc) fastperiodisch ist, und da ferner -Q2(s) auf
keiner Geraden o' = Oq < o^ oder o' = <70 > a fastperiodisch
ist, wird ihre Summe auf keiner der Geraden o' = o'n <
und o- — o'q > (>n fastperiodisch sein.

n — 1
3) Da J/ (I)j (s) auf den Geraden a = al, . . ., a = (i

i
fastperiodisch ist, und da ferner .Qj(s) im abgeschlossenen 
Streifen {o'1, o-n) fastperiodisch ist, wird ihre Summe auf 
eben diesen Geraden, aber auf keinen anderen fastperio­
disch sein.

Damit haben wir bewiesen:
Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, welche auf 

einer endlichen Anzahl non Geraden und nur auf diesen fast­
periodisch sind.

Færdig fra Trykkeriet den 2. Juni 1934.
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MITTEILUNG AUS DEM PHYSIKALISCH-CHEMISCHEN INSTITUT DER
UNIVERSITÄT UND DEM CHEMISCHEN LARORATORIUM A DER

TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN KOPENHAGEN

In der vorliegenden Arbeit werden die Kupferammoniak­
komplexe einer elektrometrischen Untersuchung unter­

worfen. Auf Grundlage der ausgeführten Potentialmessungen 
werden die Komplexitätskonstanten der Kuproammoniak- 
komplexe berechnet und die früheren in anderer Weise 
bestimmten Komplexitätskonstanten der Kupriammoniak- 
komplexe1 bestätigt. Weiter wird das Gleichgewicht zwischen 
Kupro- und Kuprikomplexen untersucht und für eine Reihe 
von Ammoniakkonzentrationen zwischen 10-7 und 10-molar 
berechnet.

1. Einleitung.
Die Kuproammoniakkomplexe sind früher nur wenig 

untersucht worden. Immerwahr2 hat gezeigt, dass die blauen 
Kupriammoniaklösungen in Berührung mit Kupfer ohne 
Zutritt der Luft sich nahezu vollständig entfärben. Das 
Gleichgewicht liegt also jedenfalls bei grösseren Ammoniak­
konzentrationen stark zu Gunsten der farblosen Kuprokom- 
plexe verschoben. Foerster und Blankenberg3 haben aus 
solchen ammoniakalischen Kuprolösungen ein Diamminsalz

1 Untersuchungen über Kupferammoniakverb. I und II, Kgl. Danske 
Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XI, 5 (1931) und XI, 10 (1932). Diese Ab­
handlungen werden im Folgenden abgekürzt mit I bezw. II zitiert.

2 Immerwahr, Zeitschr. anorg. Chem. 24 (1900) 269, siehe auch I, S. 26.
8 Foerster und Blankenberg, Ber. deutsch, chem. Ges. 39 (1906) 4428. 

1
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[Cu(NH3)2]2 SO4, H2O isoliert, tind nehmen in Übereinstim­
mung hiermit an, dass die.Lösungen einen Diamminkomplex 
enthalten. Aus den in dieser Arbeit ausgeführten elektro- 
metrischen Messungen geht hervor, dass ammoniakalische 
Kuprolösungen nicht allein einen Diamminkomplex, sondern 
namentlich bei sehr kleinen Ammoniakkonzentrationen auch 
einen Monamminkomplex enthalten.

Die Kuproammoniakkomplexe wurden wie die Kupri- 
ammoniakkomplexe in 2-molaren Ammoniumnilratlösungen 
untersucht. Das Ammoniumnitrat ist auch hier notwendig, 
wenn man die ammoniakärmeren Kuprokomplexe unter­
suchen will1. Ein weiterer Grund dafür, Kupro- und Kupri- 
komplexe in demselben Medium zu untersuchen, ist, dass 
es im Allgemeinen nicht möglich ist reine Kuprolösungen 
herzustellen. Kuprolösungen sind nur stabil, wenn sie min­
destens so viel von Kuprikomplexen enthalten, wie es dem 
Gleichgewicht mit Kupfer entspricht.

Zur Messung der Kupro- und Kupriionenkonzentration 
in den komplexen Lösungen wurde eine Kupferamalgam­
elektrode benutzt. Diese funktioniert viel besser als eine 
Kupfermetallelektrode. Das Potential stellt sich nahezu mo­
mentan ein, und man erreicht leicht eine Genauigkeit in 
der Grössenordnung von Vio Millivolt. Es wurden bei 18° 
Ketten folgender Zusammensetzung gemessen:

Cu,Hg
Gleichgewichtslös. 
mit wechselnder

NH3-konz.

2-mol.
NH4NO3

Kuprinitrat-
lösung

Cu, Hg

Ausserdem wurden auch Oxydations-Reduktions-Poten­
tiale in Ketten folgender Zusammensetzung geniessen:

I S. 4.
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Hg
Mischung von

2-mol. Kuprinitrat-
Kupri- und Kupro­

NH4NO3 lösung
komplexen

Cu, Hg

Sowohl die Gleichgewichtslösungen wie die Mischungen 
von Kupri- und Kuprokomplexen wurden aus Kupriammo- 
niaklösungen und Kupferamalgam in Stickstoffatmosphäre 
hergestellt. Die Mischungen von Kupri- und Kuprokomplexen 
erhält man, wenn man so wenig Amalgam zusetzt, dass die 
Kupriammoniaklösungen nur teilweise reduziert werden. 
In diesem Fall bleibt Quecksilber zurück, und an diesem 
Quecksilber wurde das Oxydations-Reduktions-Potential ge­
messen.

Die komplexen Kupferlösungen wurden gegen reine Kupri- 
ionenlösungen geniessen. Als Kontrolle und um Normal­
potentiale berechnen zu können, wurde auch gegen eine 
1-molare Kalomelelektrode gemessen. In den reinen Kupfer­
ketten kann man von Diffusionspotentialen absehen. Die 
Lösungen sind ja alle 2-molar an Ammoniumnitrat und 
die Kupferkonzentration ist ständig klein. Wenn man gegen 
die Kalomelelektrode misst, ist dagegen ein kleines Diffu­
sionspotential zwischen 2-molarem Ammoniumnitrat und 
1-molarem Kaliumchlorid vorhanden. Dieses Diffusions­
potential geht zwar in die berechneten Normalpotentiale 
ein, ist aber ohne Einfluss auf die Berechnung von Kom­
plexitätskonstanten u. s. w.

2. Experimentelle Einzelheiten bei den Messungen.
a. Allgemeines über die Potential mes sungen.

Bei den Messungen wurden Elektrodengefässe, wie in 
Fig. 1 dargestellt, benutzt. Sie fassten etwa 200 cm3 und 
waren — Kuprolösungen werden ja an der Luft leicht oxy- 
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dieri — so eingerichtet, dass man in Stickstoffatmosphäre 
arbeiten konnte. Die an das Gefäss angeschmolzenen Seiten­
röhren waren Kapillarröhren mit einem Durchmesser von 
1,5 mm; zur Verringerung des inneren Widerstandes wurde 
jedoch nur das dem Gefäss benachbarte Stück des Heber­

rohres dünn gehalten. Das Heberrohr war mit einem Steig­
rohr versehen, wodurch es möglich war, Analyseproben in 
eine daran geschlossene Pipette zu pressen. Wenn dieses 
Rohr nicht benutzt wurde, war es mit einem kleinen Stück 
Vakuumschlauch und Glasstab verschlossen. Leitende Ver­
bindung mit dem Elektrodenmaterial am Boden des Gefässes 
wurde in gewöhnlicher Weise mit Hilfe eines in ein Glas­
rohr geschmolzenen Platindrahtes erhallen.

Bei der Herstellung und Messung einer Lösung war das 
Verfahren folgendes:
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Das Elektrodengefäss wurde mit der ammoniakalischen 
Kuprisalzlösung gefüllt und Stickstoff durch das Heberrohr 
eingeleitet. Der benutzte Stickstoff wurde einer Bombe ent­
nommen und zur Befreiung von Sauerstoff über schwach 
rotglühendes Kupfer geleitet. Nach 5 Minuten langem Durch­
leiten wurde die flüssige Amalgammischung zugesetzt und das 
Gefäss mit einem Gummistopfen, der das Glasrohr mit 
eingeschmolzenem Platindraht trug, verschlossen. Das Stick- 
stoffdurchleiten wurde noch eine Viertelstunde fortgesetzt, 
bis das Gefäss ganz mit reinem Stickstoff gefüllt war. Dann 
wurden die beiden Hähne verschlossen und das ganze Gefäss 
mit Inhalt in einem Thermostaten langsam rotieren gelassen. 
Um zu verhindern, dass Thermostatenwasser in die offenen 
Glasröhren eindrang, waren diese mit kleinen Stücken Va­
kuumschlauch und Glasstab verschlossen.

Wenn die Lösungen so lange im Thermostaten rotiert hat­
ten, dass sie mit dem Elektrodenmaterial ins Gleichgewicht 
gekommen waren, wurde das Heberrohr durch Einpressen 
von Stickstoff durch das obere Seitenrohr mit Gleichgewichts­
lösung gefüllt, und alles war fertig zur Potentialmessung. 
Wie in der Einleitung erwähnt, wurden die komplexen 
Kuprolösungen sowohl gegen Kuprinitratlösungen wie gegen 
eine Kalomelelektrode gemessen, in beiden Fällen mit 2-mo- 
larem Ammoniumnitrat1 als Zwischenflüssigkeit. Die schwach 
salpetersauren Kuprinitratlösungen wurden in Elektroden­
gefässen derselben Art und in derselben Weise wie die 
komplexen Lösungen hergestellt. Die 1-molare Kalomelelek- 
troden wurden in Elektrodengefässen nach Lewis, Brighton 
und Sebastian2 in genauer Übereinstimmung mit den An- 

1 Genau: 2,l-molar, um die Dichte grösser zu halten als die der ge­
messenen 2-molaren Lösungen.

2 Journ. Amer. Chem. Soc. 39 (1917) 2245.
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gaben von Gjaldbæk1 hergestellt. Die Potentialmessungen 
selbst wurden mit Hilfe eines Potentiometers von WoltT 
(0,01 Millivolt angebend) und eines Spiegelgalvanometers 
(Empfindlichkeit 10"10 Ampère) ausgeführt. Das angewandte 
Weston-Normalelement wurde während der Ausführung der 
vorliegenden Arbeit zweimal gemessen2 und hatte beide Male 
die Spannung 1,0181 Volt bei 20°.

Das bei den Messungen benutzte Kupferamalgam wurde 
elektrolytisch aus Kahlbaums reinstem Kupfer und Queck­
silber (im Vakuum destilliert) dargestellt. Es war eine 
weiche Masse mit 12 °/o Kupfergehalt, die unter einer schwach 
salpetersauren Kuprinitratlösung aufbewahrt wurde. Vor 
der Verwendung als Elektrode wurde dieses Amalgam mit 
Quecksilber etwas verdünnt. Der genaue Kupfergehalt ist 
dabei recht unwesentlich, weil das Potential innerhalb sehr 
weiter Grenzen von der Zusammensetzung des Amalgams 
unabhängig ist. Cohen, Chattaway und Tombrock3, die zu­
erst Kupferamalgamelektroden verwendet haben, geben an, 
dass Amalgame mit einem Kupfergehalt von 1 bis 16 °/o 
genau gleiche Potentiale geben.

b. Analyse der Lösungen.

Es genügte nicht, die totale Kupferkonzentration der 
gemessenen Lösungen zu kennen, man musste auch wissen, 
wie das Kupfer zwischen Kupri- und Kuprokomplexen ver­
teilt war. Diese Verteilung wurde oft bestimmt durch Total­
kupferbestimmungen vor und nach dem Schütteln der 
Lösungen mit Kupferamalgam. Aus der Menge Kupfer, die 
bei dieser Operation in Lösung geht, lässt sich der Gehalt

1 Kgl. Danske Vid. Selsk. math.-fys. Medd. V, 9 (1924).
2 Herrn Amanuensis E. Güntelberg hat die Freundlichkeit gehabt, 

diese Messungen auszuführen.
8 Zeitschr. physik. Ghem. 60 (1907) 717.
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der Gleichgewichtslösungen an Kupro- und Kuprikomplexen 
leicht berechnen. Neben dieser Methode wurde das Kupro- 
kupfer auch direkt bestimmt durch Titration mit Cerisalz 
oder Permanganat.

Ceri-Titration. Diese Titration wurde nach den Anga­
ben von Heinerth1 ausgeführt. Man setzt einen Überschuss 
von Cerisalz zu der Kuprolösung und titriert den Ceriüber- 
schuss mit Ferrosulfat zurück, wobei der Umschlagspunkt 
elektrometrisch bestimmt wird. Das Ceriion ist nicht so 
stark gefärbt, dass sich eine visuelle Titration mit aus­
reichender Genauigkeit ausführen liesse, eignet sich aber 
gut zu elektrometrischer Titration21314. Heinerth empfiehlt, 
die Cerilösung auf Oxalat einzustellen, tut man dies aber, 
so findet man bei der Titration von ammoniakalischen Kupro- 
lösungen merkwürdigerweise einen um 5—6 °/o zu kleinen 
Kuprogelialt. Dies konnte leicht konstatiert werden durch 
Titration von farblosen Kuprolösungen, wo der Kuprigehalt 
verschwindend klein war und das Totalkupfer leicht durch 
Elektrolyse bestimmt werden konnte. Die Titration selbst 
war, obgleich die Einstellung auf Oxalat unrichtige Resul­
tate ergab, reproduzierbar mit einer Genauigkeit von etwa 
1 °/o- Sie kann daher sehr gut zur Bestimmung von Kupro- 
kupfer neben Kuprikupfer in ammoniakalischen Kupfer­
lösungen verwendet werden, wenn man nur die Cerilösung 
direkt auf Kuprolösung einstellt.

Bei der Ceri-Titration, wo es natürlich notwendig war, 
zu vermeiden, dass Kuprolösungen in Berührung mit Sauer­
stoff kamen, war das Verfahren im Übrigen folgendes:

Die Analyseproben wurden mittels Stickstoff aus dem

1 Heinerth, Zeitschr. Elektrochem. 37 (1931) 61.
2 Atanasiu u. Stefanescu, Ber. deutsch, chem. Ges. 61 (1928) 1343.
3 Furman, Journ. Amer. chem. Soc. 50 (1928) 755.
4 Willard u. Young, Journ. Amer. chem. Soc. 50 (1928) 1322.
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Elektrodengefäss in stickstoffgefüllte Pipetten eingepresst 
und diese mit unter die Oberfläche getauchter Spitze in 
abgemessene Cerilösungen entleert. Es war dafür gesorgt, 
dass die so gewonnenen Lösungen ungefähr 1-molar an 
freier Säure waren. Sodann wurde der Ceriüberschuss, der 
an seiner gelben Farbe deutlich zu erkennen war, grössten­
teils visuell zurücktitriert, wonach der Endpunkt der Titra­
tion elektrometrisch bestimmt wurde. Dies wurde einfach 
so gemacht, dass ein kleiner Teil der Lösung in einem 
eingetauchten Glasrohr mit feiner Öffnung abgesperrt wurde, 
wonach mit einem Platindraht im Glasrohr und einem in 
der äusseren Lösung bis zu sprunghafter Änderung des 
Potentiales zwischen den beiden Drähten titriert wurde. 
Die Lösungen wurden vor der Titration auf 60—70° erwärmt, 
weil sich das Potential bei gewöhnlicher Temperatur nur 
zögernd einstellt; bei der höheren Temperatur verläuft die 
Titration dagegen glatt.

Permanganat-Titration. Heinerth 1 hat verschiedene 
Fehlerquellen hei der Titration von Kuprokupfer mit Per­
manganat angegeben. Tropft man aber die Kuprolösung in 
die Permanganatlösung bis zum Verschwinden der Farbe, 
so gibt diese Titration doch ganz gute Resultate und wurde 
daher dann und wann benutzt.

Keine der 3 Methoden zur Bestimmung von Kuprokupfer 
war besonders genau, sie ergänzten sich aber und gaben 
Garantie dafür, dass keine der Methoden mit grösseren 
Fehlern belastet war. Wenn die Geri-Titration bei Einstellung 
auf Oxalat zu kleine Resultate gibt und nicht mit mehr 
als 1—2 % reproduziert werden kann, obwohl die elektro- 
metrische Titrationsmethode eine weit grössere Genauigkeit 
zulässt, so muss dies eine Ursache haben. Vielleicht handelt 

1 Zeitschr. Elektrochem. 37 (1931) 62.
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es sich uni eine Nebenreaktion, verursacht durch die be­
deutende Menge Salpetersäure, die im Oxydationsaugenblick 
frei wird, wenn die stark nitrathaltigen Kuprolösungen mit 
der Cerilösung angesäuert werden1. Darauf deutet, dass die 
Ceri-Titration bei Bestimmung sehr kleiner Kupromengen, 
die in saurer 2-molarer Ammoniumnitratlösung mit Kupfer­
amalgam im Gleichgewicht ist, ganz versagt, während 
Heinerth gerade die Ceri-Titration zur Bestimmung der ent­
sprechenden Kuprokonzentrationen in nitratfreien Kupfer­
sulfatlösungen benutzt.

Totalkupfer- und Ammoniakbestimmung. Die 
Kupferbestimmung wurde wie gewöhnlich durch Elektrolyse 
in ammoniakalischer Lösung2 ausgeführt und erfordert 
keine nähere Besprechung, dagegen sollen ein paar Bemer­
kungen an die Ammoniakbestimmung geknüpft werden. 
Handelt es sich um kleine Ammoniakkonzentrationen von 
derselben Grössenordnung wie die Kupferkonzentration, so 
wurde keine eigentliche Ammoniakbestimmung ausgeführt, 
indem die Ammoniakkonzentration aus der ursprünglich 
zugesetzten Ammoniakmenge berechnet wurde. Anders bei 
grösseren Ammoniakkonzentrationen, wo die Ammoniak­
konzentration beim Durchleiten von Stickstoff sich ändert. 
Hier wurde das Ammoniak direkt durch Titration der ge­
messenen Kupferammoniaklösungen bestimmt. Dies lässt 
sich machen, wenn man mit Methylorange als Indikator 
zum richtigen Farbton titriert (siehe I S. 33). Bei dieser 
Titration war es wichtig, darauf Rücksicht zu nehmen, dass 
eine äquivalente Menge Base entsteht, wenn Kuprokupfer 
an der Luft oxydiert wird. In Ammoniumnitratlösungen 
also Ammoniak nach der Gleichung:

1 Salpetersäure stört nicht bei cler Titration von Ceri- mit Ferrosalz, 
wie Willard u. Young (J. Amer, ehern. Soc. 50 (1928) 1330) gezeigt haben.

2 A. Classen, Methoden der analytischen Chemie I S. 79 (1901).



12 Nr. 15. Jannik Bjerrum :

2CiT + 2NH4 + O = 2Cu” + 2NH3+H2O.

Die Titration wurde nämlich in der Weise ausgeführt, 
dass sofort ein kleiner Überschuss von Säure den zu titrie­
renden Proben zugesetzt wurde, wonach mit der Beendigung 
der Titration gewartet wurde, bis alles Kuprokupfer oxydiert 
war. Die Oxydation des Kuprokupfers dauert unter diesen 
Umständen bei freiem Luftzutritt ungefähr eine Stunde, bei 
höherer Temperatur geht es bedeutend schneller. Bei einer 
solchen Titration wurde also in Wirklichkeit die Summe 
von Ammoniak- und Kuprokonzentration bestimmt, da aber 
die letztere in anderer Weise bestimmt wurde, war es leicht, 
hierfür zu korrigieren.

3. Messungen mit der Kupferamalgamelektrode 
an Gleichgewichtslösungen bei grösseren Ammoniak­

konzentrationen.
a. Messungen.

Dieser Abschnitt handelt über einige Messungen an 
Gleichgewichtslösungen bei so grossen Ammoniakkonzen­
trationen, dass nahezu alles Kupfer als Kuprokomplex vor­
handen ist. In diesen farblosen Lösungen wurden nur die 
Totalkupfer- und die Ammoniakkonzentration bestimmt. 
Dass nicht auch das Kuprokupfer durch Ceri- oder Perman­
ganat-Titration bestimmt wurde, ist einfach darin begründet, 
dass die Ceri- und Permanganat-Titerlösungen gerade auf 
farblose Kuprolösungen eingestellt wurden unter der Voraus­
setzung, dass alles Kupfer als Kuprokomplex vorhanden 
sei. In Tabelle 1 ist das experimentelle Material gegeben. 
Die verschiedenen Konzentrationen sind in folgender Weise 
bezeichnet: C(°u„ und C^H geben die totale Kupfer- und 
Ammoniakkonzentration der Kupriammoniaklösungen vor 
der Reduktion mit Kupferamalgam, CCu. und CNH+Cu. da­
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gegen die totale Kupferkonzentration der Gleichgewichts­
lösungen hezw. die Summe von Ammoniak und Kupro- 
kupferkonzentration, d. h. den gesamten titrierbaren Basen­
gehalt der Gleichgewichtslösungen, nachdem diese an der 
Luft oxydiert worden sind.

Wenn Kuprilösungen bei der Reduktion mit Kupfer­
amalgam vollständig zu Kuprolösungen umgewandelt werden, 
muss gellen:

Ccu = 2C“U„

Tabelle 1.
Messungen an Kuproammoniaklösungen im

Gleichgewicht mit Kupferamalgam.
Gemessen wurden bei 18° folgende Ketten:

Cu,Hg I CuNOg (CCu ) + NH3 (CNHs), 2-n NH4NO3 | 2,1-n NH4NO3 gegen 
2-n NH4NO3, 0,01-n HNO3, 0,1165-mol. Gu (803)3 I Cu,Hg (E'-werte) bezw. 

1-n KCl, HgCl I Hg (E"-werte).

1 Die Kuprokonzentration ist aus Cj-U.. berechnet.
2 Die Lösung war schwach blau.

Nr. c° ..uCu Ccu’ ^cCu- c°gnh3 CNH3+Cu- — E' ^E" Rotier
(Tage)

1 0,01052 0,02135 0,00031 0,0820 0,1045 0,3474 0,3266 1
2 0,01052 0,02150 0,00046 0,0818 — 0,3472 0,3265 3
3 0,01052 0,02124 0,00020 0,0818 — 0,3479 0,3270 1
4 0,01397 0,02832 0,00038 — 0,1660 0,3764 0,3554 2
5 0,01753 0,03522 0,00016 0,2742 0,3061 0,4172 0,3963 2
6 0,01377 0,02804 0,00050 — 0,440 0,4511 0,4303 1
7 0,0583 0,1163 —0,0003 — 0,653 0,4098 0,3888 2
8 0,0583 0,1159 —0,0007 — 0,648 0,4095 0,3886 2
9 0,01397 0,02840 0,00046 — 1,030 0,5014 0,4804 1

10 0,01388 0,02810 0,00034 — 2,016 0,5383 0,5173 1
11 0,02094 0,0419 1 — — 4,96 0,5815 0,5607 1
12 0,1165 0,2316 —0,00142 — 5,225 0,5367 0,5158 2

Um zu zeigen, wieweit dies erfüllt ist, ist in der Ta­
belle die Grösse

'C,. = Ccu.-2C’U..
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angeführt. Wie man sieht, ist diese Grösse ständig klein, 
aber durchwegs positiv. Dies deutet auf vollständige Re­
duktion und ferner darauf, dass etwas Kupfer auf Grund 
von Oxydation in Lösung gegangen ist. Es handelt sich 
kaum um eine Verunreinigung des angewandten Stickstoffs 
durch Sauerstoff, sondern wahrscheinlich um Sauerstoff, 
der beim Zusatz von Kupferamalgam in die Lösung mit­
gerissen wird und, bevor er durch Stickstoff entfernt werden 
kann, etwas Kupfer in Lösung oxydiert. Nur in Lösung 12 
ist . deutlich negativ, und bezeichnenderweise war 
gerade diese Lösung ganz schwach blau, während alle 
übrigen Lösungen vollständig farblos waren. Der Kupri- 
gehalt der Lösung 12 ist jedoch so klein (< 1 %), dass 
auch diese Lösung als reine Kuprolösung zu betrachten ist.

Wenn man 0°^ und CNH + Cu. vergleicht, muss man 
auch /GCu berücksichtigen. Zwischen den Grössen 
und CXT„ . r ■ besteht nämlich die Beziehung:JAUS t l.ll

^NH3 + Cu-

Wie man sieht, ist diese Relation bei den Lösungen 1 und 
5, wo sowohl CNH _|_Cu. als auch C^Ha bekannt sind, recht 
gut erfüllt.

In der drittletzten und vorletzten Kolonne der Tabelle 
sind die gefundenen Potentiale in Volt angeführt. Das Vor­
zeichen ist nach dem Vorgang von Luther gewählt. Die 
Potentiale sind also negativ, weil der linksstehende Pol der 
Kette (das Kupferamalgam in der komplexen Lösung) im 
Verhältnis zu der Bezugseleklrode eine negative Spannung 
hat. E' gibt das Potential gegen die Kuprinitrat-Kupfer- 
a m al gam elektro de : 

2-n NH4NO3, 0,01-n HNO3, 0,1165-mol. Gu(NO3)2 | Cu,IIg, 
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E" gegen die 1-molare Kalomelelektrode. Die Kuprinitrat- 
Bezugselektrode hat eine recht zufällige Zusammensetzung. 
Da sie aber einmal benützt worden war, zog man vor, stets 
gegen Kuprinitratelektroden dieser Zusammensetzung zu 
messen. Ihre Konstanz und Reproduzierbarkeit ist vorzüg­
lich; 18 im Laufe von 7 Monaten hergestellte Elektroden 
zeigten Potentialdifferenzen unter 0,0002 Volt.

In der letzten Kolonne der Tabelle sind die Zeiten an­
geführt, die die betreffenden Lösungen vor der Potential- 
messung mit Kupferamalgam rotiert haben. Man sieht, 
dass alle Lösungen mindestens 1 Tag lang rotiert haben. 
Dies ist ganz genügend, da Potentialmessungen zeigen, dass 
das Gleichgewicht in wenigen Stunden erreicht wird.

b. Zusammensetzung des Kuprokomplexes bei 
grösseren Am moniakkonzentrationen.

Bezeichnet man die Anzahl von komplex gebundenen 
Ammoniakmolekülen pro Kuprokupferatom mit N, wird 
der Zusammenhang zwischen den gefundenen Potentialen 
und den entsprechenden Kupro- und Ammoniakkonzentra­
tionen bei 18° durch folgende Formel gegeben:

Ccu-
E = Eo + 0,0577 log ^]N

Eo ist eine Konstante, das sogenannte Normalpotential. 
Tabelle 2 gibt eine Reihe von mit Hille dieser Formel 
berechneten N-Werten, indem die gemessenen Lösungen in 
verschiedener Weise kombiniert wurden. Die Berechnung 
wurde mittels der E -Potentiale durchgeführt, und die Kon­
zentration an freiem Ammoniak stets unter der Annahme 
eines Diamminkomplexes berechnet. Bei der Berechnung 
von N (unkorr.) ist ausschliesslich mit Konzentrationen,
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Tabelle 2.
Anzahl von A in m onia k m o 1 e k n 1 e n i in K u p r o k o m - 
p 1 e X bei verschiedenen A in in o n i a k k o n z e n t r a t i o n e n.

Zur Berechnung 
benutzte Lösungen

Konzentrationen an 
freiem Ammoniak N (unkorr.) N (korr.)

(1, 2, 3)—4 0,0395— 0,081 2,00 2,00
(1,2, 3)—5 0,0395—-0,200 2,02 2,02
(1, 2, 3)—6 0,0395—-0,356 2,00 2,00

6 — 9 0,356 —-0,945 2,07 2,04
6—10 0,356 - -1,932 2,06 1,98
9—10 0,945 —-1,932 2,04 1,89
9—11 0,945 —-4,83 2,20 1,88

10—11 1,932 —-4,83 2,32 1,87

bei N (korr.) ist dagegen statt mit Ammoniakkonzentra­
tionen mit Ammoniakaktivitäten1 gerechnet.

Bei der Berechnung der N-Werte ist stillschweigend 
vorausgesetzt, dass es sich um Komplexe mit nur einem 
Kupferatom handelt. Um direkt zu zeigen, dass dies der 
Fall ist, braucht man Lösungen mit ungefähr gleicher Am- 
moniakkonzentration und verschiedener Kupferkonzentra­
tion2. Aus den Lösungen 6 und (7, 8), die diese Bedingung 
einigermassen erfüllen, berechnet sich unter der Annahme 
eines Diamminkomplexes die Anzahl der Kupferatome im 
Komplex zu 0,93; aus den Lösungen 11 und 12 zu 0,97. 
Dies ist ganz befriedigend; die kleinen Abweichungen von 
1 erklären sich einfach dadurch, dass die Berechnung mit 
Ionenkonzentrationen statt Aktivitäten durchgeführt wurde.

Die in Tabelle 2 angeführten N-Werte sind Mittelwerte 
über einen gewissen Konzentrationsbereich. Man sieht aber, 
dass sowohl N (unkorr.) wie N (korr.) sehr nahe gleich 2

1 Die Umrechnung auf Ammoniakaktivität erfolgte mittels Perman’s 
Tensionsmessungen (Journ. chem. Soc. 83 (1903) 1168).

2 Vergl. Bodländer, Zeitschr. physik. Chem. 39 (1902) 607.
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sind, so lange es sich um so kleine Ammoniakkonzentra- 
tionen handelt, dass das Medium immer nahezu dieselbe 
Zusammensetzung hat. Dagegen wächst das unkorrigierte 
N über 2 bei grösseren Ammoniakkonzentrationen, während 
das teilweise für die Aktivität korrigierte N mit steigender 
Ammoniakkonzentration unter 2 fällt. Dieses Verhalten 
deutet stark darauf hin, dass Kuproammoniaklösungen 
auch bei grossen Ammoniakkonzentrationen als reine Di­
amminlösungen zu betrachten sind. Dass die korrigierten 
N-Werte bei grossen Ammoniakkonzentrationen zu klein 
werden, liegt sicher daran, dass die durch den Ammoniak­
gehalt verursachte Änderung der Ionenaktivitätskoeffizienten 
nicht berücksichtigt worden ist.

c. Berechnung des Normalpotentials Kupfer- 
amalgam-Dia m m i n k u p r o i o n.

In Tabelle 3 ist das Normalpotential (E'o) entsprechend 
der Elektrodenreaktion

Cu (Amalgam) + 2NH3 Cu (NH3)’2 + 0

berechnet. Die Berechnung ist mit Hilfe der Formel

CCu.
Eo = E —0,0577 logp^-p

für jede der gemessenen Lösungen durchgeführt. Man sieht, 
dass die berechneten Werte sehr gut konstant sind, so lange 
es sich um kleine Ammoniakkonzentrationen handelt. Aus 
den 6 ersten Lösungen berechnet man hier das Normal­
potential im Mittel zu —0,4133. Dagegen treten, wie die 
z/E'o-Werte in der 6. Kolonne zeigen, bei grösseren Kupfer- 
und Ammoniakkonzentrationen Abweichungen auf. Der Teil 
dieser Abweichungen, der nicht durch Änderungen des

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 15. 2
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Tabelle 3.
Berechnung des Normalpotentials (E'o) Kupfer- 
amalgam-Dia m m i n k u p r o i o n in 2-m o 1. Am m o n i u m - 

nitrat bei 1 8o.

Mittelwert von E'o in 2-mol. Ammoniumnitrat —0,4133.
1 Berechnet aus C>jH3
2 Berechnet aus _|_ctr

Nr. Ccu- [nh3] CCu-
0,0577 logë[NH3P E'o ■ t E'o

f?Cu]NO3 1 (Per-
fNH3 man>fNH4NO3,fNH3

1 0,02135 0,0396 1 0,0654 —0,4128 0,0005 1 1
2 0,02150 0,0393 0,0660 —0,4132 0,0001 1 1
3 0,02124 0,0395 0,0654 —0,4133 0,0000 1 1
4 0,02832 0,0810 0,0366 —0,4130 0,0003 1 1
5 0,03522 0,200 2 —0,0032 —0,4140 —0,0007 1 1
6 0,02804 0,356 —0,0378 —0,4133 0,0000 1 0,99
7 0,1163 0,304 0,0058 —0,4156 —0,0023 0,91 0,99
8 0,1159 0,300 0,0064 —0,4159 —0,0026 0,90 0,99
9 0,02840 0,945 —0,0864 —0,4150 —0,0017 0,94 0,96

10 0,02810 1,932 —0,1225 —0,4158 —0,0025 0,90 0,87
11 0,0419 4,83 —0,1584 —0,4231 —0,0098 0,68 0,57
12 0,2316 4,53 —0,1124 —0,4243 —0,0110 0,64 0,59

Aktivitätskoeffizienten des Ammoniaks erklärt werden kann, 
ist nicht einfach als Variation eines einfachen Ionenaktivi- 
tätskoeffizienten aufzufassen. Wie P. B. Taylor1 und na­
mentlich E. A. Guggenheim2 neulich hervorgehoben haben, 
hängen die Änderungen (in den für Diffusionspotentiale 
korrigierten Potentialen) sowohl von den Überführungzahlen 
wie von den Aktivitätskoeffizienten der auftretenden Salze 
ab3. Nun ist aber der vorliegende Fall besonders einfach,

1 Journ. physic. Chem. 31 (1927) 1478.
■ Journ. physic. Chem. 34 (1930) 1758.
8 Nach Guggenheim (Journ. physic. Chem. 33 (1929) 842) sind indi­

viduelle Aktivitätskoeffizienten für einzelne Ionen nicht thermodynamisch 
bestimmbar.
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weil die vorherrschenden Ammonium- und Nitrationen, die 
hauptsächlich die Elektrizität transportieren, nahezu gleiche 
Beweglichkeit besitzen (NH4-ion 64, NO3-ion 62). Setzt man 
die Überführungszahlen der anwesenden positiven und 
negativen Ionen einander gleich, so ergibt sich für die 
Grösse z/E0, wenn man die Aktivitätskoeffizienten der be­
treffenden Stoffe bei kleinen Konzentrationen in 2-molarem 
Ammoniumnitrat gleich 1 setzt:

f2
./E'o = E'o — (—0,4133) = 0,0577 log-—.

Mit Hilfe dieser Formel, in der fRX den mittleren Aktivi­
tätskoeffizienten des Salzes RX und fNH den Aktivitätskoef­
fizienten des Ammoniaks bezeichnet, sind die Werte für 
f^ /fx-u • fxTH in der vorletzten Kolonne der Tabelle 3 
berechnet. Zum Vergleich ist in der letzten Kolonne l/f^n,1 
angeführt. Man sieht, was auch nach Tabelle 2 zu erwarten 
war, dass l/f*Hj etwas stärker als ffCu¡NO_/fNHiX()j-f^H. mit 
der Ammoniakkonzentration variiert.

Das Normalpotential (Eo) bezogen auf die Nor­
in alwasserstoffelektrode. Das gefundene Eo(= — 0,4133) 
ist das Normalpotential gegen die 0,1165-molare Kuprinitrat- 
elektrode. Um auf die Wasserstoffelektrode umzurechnen, 
muss man das Potential zwischen den beiden Elektroden 
kennen. Nun ist das Potential zwischen der 1-molaren 
Kalomel- und der Wasserstoffelektrode aus der Literatur 
bekannt. Es berechnet sich auf der Grundlage der Angaben 
von N. Bjerrum und Unmack2 bei 18° zu 0,2844. Ferner 
ist das Potential zwischen der Kuprinitrat- und der Kalomel- 
eleklrode aus direkten Messungen bekannt3 und im Mittel

1 Berechnet aus Perman’s Messungen (loc. cit.).
2 Kgl. Danske Vid. Selsk. math.-fys. Medd. IX, 1 (1929) S. 34 und 81.
3 Als Differenz der gemessenen E'- und E"-Potentiale.

2* 
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zu 0,0209 gefunden worden. Sieht man vom kleinen Diffu- 
sionspotential zwischen den beiden Bezugselektroden ah, so 
findet man also für das Potential zwischen der Kuprinitrat- 
und der Wasserstoffelektrode:

0,2844 + 0,0209 = 0,3053.

Mit diesem Werl berechnet sich das Normalpotential 
Kupferamalgam-Diamminkuproion, bezogen auf die Normal­
wasserstoffelektrode, zu —0,1080.

d. Die Norm al potentiale Kupferamalgam-Kupriion 
u n d K u p f e r a m alga m - K u p r o i o n.

Um die Komplexität des Diamminkomplexes berechnen 
zu können, muss man das Normalpotential Kupferamalgam- 
Kuproion kennen. Dieses Potential lässt sich in 2-molarem 
Ammoniumnitrat nicht leicht bestimmen, weil die Bestim­
mung kleiner Kupromengen in sauren nilrathaltigen Lö­
sungen mit prinzipiellen Schwierigkeiten verbunden ist1. Es 
ist deshalb aus dem leichter zugänglichen Kupferamalgam- 
Kupriion-Normalpotential und dem bekannten Gleichgewicht 
zwischen Kupro- und Kupriionen in nilratfreier Lösung 
berechnet worden.

Um einen guten Wert für das Normalpotential Kupfer­
amalgam-Kupriion in 2-molarem Ammoniumnitrat zu be­
kommen, wurden eine Reihe Kuprinitratelektroden ver­
schiedener Konzentration gegen die Kuprinitrat-Bezugselek- 
trode gemessen. Die Resultate dieser Messungen sind in 
Tabelle 4 wiedergegeben. Die angeführten E'o-Werte sind 
berechnet mit Hilfe der Formel

E'o = E' — 0,02885 log CCu„,

Siehe unter Geri-Titration S. 11.
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Tabelle 4.
Berechnung des Normalpotentials (E'o) Kupfer- 
amalgam-Kupriion in 2 - m o 1 a r e m A in m o n i u m - 

nitrat bei 1 8°.
Gemessen wurden Ketten folgender Zusammensetzung: 
Cu,Hg I Cu(NO3)2(CCu-), 0,01-n HNO3, 2-n NH4NO3 | 2,1-n NH4NO3 | 

2-n NH4NO3, 0,01-n HNO3, 0,1165-mol. Cu(NO3)2 | Cu,Hg.

Mittelwert von E'o in 2-mol. Ammoniumnitrat 0,0 251.

Nr. der Lös. Ccu- E' E'o z/E'o

1 0,000937 —0,0623 0,0251 0,0000
2 0,00468 —0,0423 0,0250 —0,0001
3 0.02185 —0,0228 0,0252 0,0001
4 0,02323 —0,0220 0,0251 0,0000
5 0,1165 0 0,0269 0,0018
6 0,5804 + 0,0287 0,0355 0,0104

da die Gleichgewichtskonzentration an Kuproion so klein 
ist, dass man von ihr absehen kann. Die Konstanz der E'- 
Werle für die 4 ersten Lösungen zeigt, dass das Nernst’scIic 
Gesetz sehr gut erfüllt wird, wenn die Kupferkonzentration 
kleiner als 0,02 ist. Aus solchen Lösungen berechnet sich 
E'o im Mittel zu 0,0251. Das Normalpotential Kupferamalgam- 
Kupriion, bezogen aufdie Normalwasserstoffelektrode (s.S. 19),
wird also:

0,0251 +0,3053 = 0,3304.

Zum Vergleich kann angeführt werden, dass Getman1 
neulich das Normalpotential Kupferamalgam-Kupriion in 
Wasser bei 25° zu 0,3498 bestimmt hat. Der niedrigere 
Wert (0,3304) in 2-molarem Ammonium nitrat bei 18° muss 
hauptsächlich durch die stark verminderten Ionenaktivitäten 
in diesem Medium erklärt werden.

J. physic. Chem. 34 (1930) 1454.



22 Nr. 15. Jannik Bjerrum:

I nter der Annahme, dass das Ammoniumion und das 
Nitration allein und je zur Hälfte die Überführung besorgen, 
ergibt sich für z/E0 folgender Ausdruck:

Nach dieser Formel sind die grösseren E0-Werte für Lösung 
5 und 6 (in Tab. 4) so zu erklären, dass f^Cuj(NO )“Anh no 
in 2-molarem Ammoniumnitrat mit steigender Ionenstärke 
an wächst.

Das Gleichgewicht zwischen Kupro- und Kupriionen ist 
oft studiert worden, in der letzten Zeit namentlich von Fen­
wick1 und Heinerth2. Sowohl Fenwick als Heinerth 
untersuchen saure Kupfersulfat- und -perchloratlösungen im 
Gleichgewicht mit metallischem Kupfer bei verschiedenen 
Ionenstärken. Aus ihren Messungen bei 25° und für Lös­
ungen mit Ionenstärke 2 berechnet man folgende Werte 
für die Konstante:

In Sulfatlös. In Perchloratlös.

Fenwick 1160 1300
Heinertii................. 1091 956

In Perchloratlösungen kann man mit grösserer Sicher­
heit als in Sulfatlösungen ausschliesslich Aquoionen anneh­
men, andererseits sind die Messungen, wie es scheint, hier 
sehr unsicher3. Zur Berechnung des Normalpotentials des 
Kuproions in 2-molarem Ammoniumnitrat ist Heinerth’s

1 F. Fenwick, J. Amer, ehern. Soc. 48 (1926) 860.
2 E. Heinerth, Z. Elektrochem. 37 (1931) 61.
3 Kupfer reduziert etwas Perchlorat zum Chlorid (Heinerth, loc. cit.). 
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Wert für Sulfatlösungen (j/KCu = 1091, KCu = 1,19-106 bei 
25°) vorzuziehen. Heinerth berechnet aus der Temperatur­
abhängigkeit von Kfu die Wärmeabsorption bei der Reaktion:

Cu + Cu" -> 2Cu-

zu 18800 gcal. Umgerechnet mit Hilfe dieser Wärmetönung 
berechnet sich KCu hei 18° zu 2,56* 106.

Um auf Kupferamalgam umzurechnen, muss man die 
Kupferaktivität dieses Stoffes («Cu n„) im Verhältnis zum 
metallischen Kupfer kennen. Diese Aktivität lässt sich be­
rechnen, wenn man Ketten folgender Zusammensetzung 
misst:

Cu I Kuprisalzlösung | Cu,Hg.

Kombiniert man einige Messungen von Lewis und Lacey1 
und Nielsen und Brown2, so berechnet sich das Potential 
einer solchen Kette zu—0,0054 Volt. Getman3 findet—0,0037 
für das Potential zwischen einem Kupfereinkrystall und 
Kupferamalgam und endlich habe ich selbst bei einigen 
orientierenden Versuchen mit blanken Kupferstreifen wech­
selnde Werte zwischen —0,003 und —0,00-1 gefunden. Man 
begeht also keinen grossen Fehler, wenn man das Poten­
tial Kupfer-Kupferamalgam zu —0,004 setzt. Unter dieser 
Voraussetzung berechnet man die Kupferaktivität des Kupfer­
amalgams ZU 0,004

— IO 0,02885 — 079
aCu,Hg

und die Gleichgewichtskonstante (KCu H ), bezogen auf 
Kupferamalgam, wird :

KCu,Hg = Kcu/“cu,Hg = 3.51-10» (bei 18°).

1 J. Amer, ehern. Soc. 36 (1914) 804.
2 J. Amer, ehern. Soc. 49 (1927) 2433.
3 J. physic. Chem. 34 (1930) 1454.
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Man ist nun imstande, das Normalpotential (F20) Kupfer- 
amalgam-Kuproion zu berechnen und findet:

0,3304 +51 In KCu Hg = 0,5192.

Dieser Wert gilt in 2-molarem Ammoniumnitrat bei 18°. 
Zum Vergleich kann angeführt werden, dass das Normal­
potential Amalgam-Kuproion in Wasser bei 25° den Wert 
0,533 hat. Dieser Wert ist aus Heinerth’s Wert (0,525) 
für das Potential Kupfer-Kuproion berechnet, indem «c H, 
gleich 0,73 gesetzt ist.

e. Berechnung der Komplexitätskonstante des
D i a m m inkomplexes.

Die Komplexitätskonstante des Diamminkomplexes lässt 
sich aus den Normalpotentialen Amalgam-Kuproion (0,5192) 
und Amalgam-Diamminion (—0,1080) leicht berechnen, in­
dem für das Gleichgewicht gelten muss:

0,5192+ 0,0577 log [Cu*] = —0,1080+0,0577 log ' ~ •|N H3J
Aus dieser Gleichung berechnet man:

K = [äi-ilNH^ = 0,741 ’10“ (bel 18

Die so gefundene Komplexitätskonstante (K') ist das Pro­
dukt zweier Konstanten

y _ [Cu(NH3)-] _ [Cu(NH3)‘2]
1 [Cu-][NH3] 2 [Cu(NH3)’]!NH3]’

die beide später bestimmt werden. Der Wert 0,741-1011 
(Komplexaffinität RT In K' = 14,45 kcal.) zeigt, dass die 
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Komplexität sehr gross ist. So ist die entsprechende Kon­
stante des Diamminsilberions in der Literatur1 nur zu ca. 
1,6-107 (Komplexaffinität 9,8 kcal.) bei 25° angegeben.

f. Temperaturabhängigkeit der Komplexitäts- 
konsta n ten.

Um die Temperaturabhängigkeit der gefundenen Kom­
plexitätskonstanten (K') zu untersuchen, wurden einige 
Messungen bei 25° ausgeführt. Die Zusammensetzung der 
gemessenen Lösungen und die gefundenen Potentiale sind 
in Tabelle 5 wiedergegeben.

Tabelle 5.
Berechnung der Komplexitätskonstanten K' bei 25°. 

Gemessen wurde bei 25° folgende Kelle:
Cu,Hg I 0,01840-mol. Gu(NO3)2, 0,01-n HNO3, 2-n NH4NO3 | 2,1-n NH4NO3| 

2-n NH4NO3, CuNOs (CCu.)+ NH3 (CNH¡1) | Cu,Hg.

Ccu- CNH3 + Cu- [nh3] Pot. der Kette K'

0,02792 0,2336 0,1498 0,3857 0,392’tO11
0,02830 0,2374 0,1525 0,3854 0,380-1011

Mittelwert bei 25°. . . 0,386 -1011

Aus der gemessenen Kombination kann man K' bei 25° 
direkt berechnen, weil das Kupfer in der komplexen Lösung 
ausschliesslich als Diamminkuproion vorhanden, und die 
Gleichgewichtskonzentration des Kuproions in 0,01840-mo- 
larer Kuprinitratlösung bekannt ist. Diese Konzentration ist 
zu 0,000106 Mol/Liter berechnet, indem KCu H bei 25° gleich

1,19-10'70,73 = 1,63’106

1 Bodländer und Fittig, Zeitschr. pliysik. Chem. 39 (1902) 597; 
Euler, Ber. deutsch, chem. Ges. 36 (1903) 1854.
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gesetzt ist. Die berechnete Komplexitätskonstante bei 25°

K' = 0,386-1011

zeigt, dass die Affinität des Kuproions zum Ammoniak mit 
wachsender Temperatur abnimmt. Aus den Konstanten werten 
bei den zwei Temperaturen berechnet man in gewöhnlicher 
Weise die Wärmetönung der Reaktion

Cu* + 2NH3-> Cu(NH3)‘2

zu 16,0 kcal. Zum Vergleich kann angeführt werden, dass 
die entsprechende Wärmetönung für die Bildung des Silber- 
diamminions kalorimetrisch1 zu 12,3 kcal, gefunden wurde.

4. Messungen mit Edelmetall-(Quecksilber-)Elektroden an 
Mischungen von Kupro- und Kupriammoniakkomplexen.

Äusser Lösungen im Gleichgewicht mit Kupferamalgam 
wurden auch Mischungen von Kupro- und Kupriammoniak­
komplexen mit einer Edelmetall-(Quecksilber-)Elektrode ge­
messen. Solche Messungen geben Auskunft sowohl über die 
Kupro- wie die Kupriammoniakkomplexe. Die letzteren sind 
früher mittels Ammoniaktensions- und Lichtabsorptions­
messungen2 untersucht worden, und es war deshalb inter­
essant zu sehen, wie weit sich die bei diesen Methoden 
gefundenen Komplexitätskonstanten elektrometrisch bestä­
tigen lassen.

a. Messungen.

Die untersuchten Lösungen wurden aus ammoniakali­
schen Kuprilösungen und Kupferamalgam hergeslellt, indem 
so wenig Amalgam zugesetzt wurde, dass die Kuprilösungen

1 Berthelot u. Delépine, Compt. rendus de l’Academie des Sciences 
129 (1899) 326.

2 In I und II.
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nur teilweise zu Kuprolösungen reduziert wurden. Das Oxy­
dations-Reduktionspotential der Lösungen wurde an dem 
zurückbleibenden Quecksilber gemessen. Es zeigte sich näm­
lich, dass dieses Quecksilber gleiches Potential annimmt wie 
eine Platinelektrode und deshalb bequem statt einer solchen 
angewendet werden kann. Um genügend Elektrodenmaterial 
zu haben, wurde die berechnete Menge Amalgam (12 °/o 
Kupfergehalt) vor dem Zusatz zur Kuprilösung mit Queck­
silber reichlich verdünnt. Die Lösungen selbst wurden direkt 
in den Elektrodengefässen hergestellt; das Verfahren mit 
der Sticksloffbehandlung u. s. w. war ganz dasselbe wie 
in den Versuchen mit Überschuss von Kupferamalgam.

Die Zeit, die erforderlich ist um das zugesetzte Amal­
gam mit den Lösungen ins Gleichgewicht zu bringen, d. h. 
in Quecksilber zu verwandeln, wurde nicht näher unter­
sucht, sie ist aber jedenfalls kleiner als ein Tag. In Tabelle 8 
gibt die letzte Kolonne die Zeiten, die die betreffenden Lö­
sungen vor der Messung des Oxydations-Reduktionspoten­
tials rotiert haben. Dass es genügte, die Lösungen einen 
Tag rotieren zu lassen, wurde an den Lösungen 2 und 7 
gezeigt. Die Potentiale waren nicht ganz so konstant wie 
in den Versuchen mit gesättigtem Kupferamalgam, änderten 
sich aber selten mehr als 0,2 Millivolt, selbst bei Beob­
achtung durch längere Zeit. Dass das zurückbleibende Queck­
silber das gleiche Potential gibt wie Platin, wurde unter 
anderem an Lösung 3 gezeigt.

Zur Bestimmung der Kuprokupferkonzentration in den 
untersuchten Lösungen wurden alle im Abschnitt 2b disku­
tierten Methoden benutzt, nämlich äusser der gewichts­
analytischen Methode mit Totalkupferbestimmungen vor 
und nach dem Schütteln mit Amalgam auch Titration des 
Kuprogehaltes mit Ceri- oder Permanganatlösung.
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Tabelle 6.
Messungen mit Edelmetall-(Quecksilber-) Elek­
troden an Mischungen von Ku pro- und Kupri- 

am in oniak komplexen.
Gemessen wurden bei 18° folgende Ketten:

Hg I Cu(NO3)2(CCu..), CuNO3(CCu.)+NH3(CNIj3), 2-n NH4NO3 | 2,1-n
NH4NO3 gegen 2-n NH4NO3, 0,01-n HNO3, 0,1165-mol. Cu (NO3)2 | Cu,Hg 

(E'-Werte) bezw. 1-n KCl, HgCl | Hg iE"-Werte).

Nr. C° bCu- CCir +Cu- ^Cu(Gew.) CCu-(Titr.) ^Ccu. CNH3+Cu- — E' — E"

1 0,01753 0,02700 0,01894 0,2901 0,2484
2 0,01753 0,02233 0,00960 — 0,546 0,2635 —
3 0,01397 0,02532 0,02270 — — 1,021 0,3612 0,3403
4 0,01397 0,01918 0,01042 — — 1,018 0,3124 0,2915
5 0,1165 0,1968 0,1606

Ceri-Titr.
5,21 0,4486 0,4277

6 0,01377 0,01886 0,01018 0,00991 0,00023 0,381 0,2530 0,2320
7 0,01377 0,02214 0,01674 0,0159 0,00037 1,026 0,3346 0,3136
8 0,01377 0,01668 0,00582 0,00499

M11O4-
Titr.

0,00041 1,021 0,2890 0,2680

9 0,01377 0,01850 0,00946 0,00938 0,00004 0,1871 0,2031 0,1822
10 0,01377 0,01925 0,01096 0,01064 0,00016 0,1873 0,2076 —
11 0,01377 0,01795 0,00836 0,00780 0,00028 0,422 0,2506 0,2293
12 0,01377 0,01752 0,00750 0,00692 0,00029 1,015 0,2999 0,2790
13 0,01377 0,01815 0,00876 0,00789 0,00043 2,068 0,3489 0,3279
14 0,01377 0,01771 0,00788 0,00763 0,00012 2,070 0,3479 0,3270

In Tabelle 6 ist das experimentelle Material gegeben. 
Ccu_. bezeichnet wie gewöhnlich die Kuprikonzentration vor 
dem Schütteln der Lösungen mit Amalgam, CCu.. , Cu. da­
gegen die durch Elektrolyse in ammoniakalischer Lösung 
bestimmten Totalkupferkonzentrationen der Gleichgewichts­
lösungen. CCu. (Gew.) gibt die Kuprokonzentration in diesen 
Lösungen, berechnet nach der gewichtsanalytischen Methode:

C,;u (Gew.) = 2(CCu..+Cu-C«u.).
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CCu. (Titr.) gibt die entsprechende Konzentration bestimmt 
durch Ceri- oder Permanganat-Titration. Diese Werte sind 
stets die Mittel aus mindestens 2 Bestimmungen, die selten 
mehr als 1—2 °/o von einander abweichen. Vergleicht man 
die in verschiedener Weise bestimmten Kuprokonzentra- 
tionen, so zeigt sich, dass die bei Bestimmung des Total­
kupfers gefundenen Konzentrationen stets höher sind als 
die durch Titration gefundenen. Dies kann dadurch erklärt 
werden, dass ein wenig des zuerst gebildeten Kuprokupfers 
durch eine Spur von Sauerstoff wieder oxydiert worden ist. 
Dass es sich so verhalten muss, geht mit grosser Wahrschein­
lichkeit daraus hervor, dass die Differenz / CCu. (6. Kolonne) 
zwischen CCu. (Gew.) und CCu. (Titr.) von derselben Grössen­
ordnung ist wie die entsprechende Grösse

iC — r _ or°^GCu- CCu- -CCu

in den Versuchen mit reinen Kuprolösungen (siehe Tab. 1, 
Kolonne 6).

Äusser den schon besprochenen Konzentrationen gibt 
Tabelle 6 die durch Titration bestimmte Summe von Am­
moniak- und Kuprokonzentration CNH +Cu. und die Poten­
tiale E' und E" gegen die Kuprinilrat- und Kalomelelek- 
trode. Man bemerkt, dass das Potential zwischen den 2 
Bezugselektroden, die einander kontrollieren, stets sehr 
nahe 0,0209 ist.

b. Diskussion der Messungen.

Aus den Messungen im vorigen Abschnitt geht hervor, 
dass alles Kuprokupfer bei den betreffenden Ammoniak­
konzentrationen in Form eines Diamminkomplexes vor­
handen ist. Die potentialbestiinmende Reaktion in den ge­
messenen Lösungen kann deshalb geschrieben werden:
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Cu (NH3)’2 + (N - 2) NH3 X Cu (NH3)" + 0

Dies bedeutet wieder, dass zwischen den gefundenen Po­
tentialen und dem so definierten N folgender Zusammen­
hang gilt:

E - Eo + 0,0577 log CcJNc-]N_2

In dieser Formel sind das Normalpotential Eo und N 
die einzigen Unbekannten. Zur Berechnung von N sind 
also nur 2 Lösungen notwendig. N ist jedoch keine Kon­
stante, da es sich mit der Ammoniakkonzentration ändert; 
die Berechnung gibt also nur Mittelwerte für N entsprechend 
den benutzten Ammoniakkonzentrationen. Tabelle 7 gibt 
das Resultat einer derartigen Berechnung. Benutzt wurden

Tabelle 7.
Berechnung d e r A n z a h 1 komplex gehn n d e n e r A in -

m o n i a k m o 1 e k ü le pro K u p r i k u p f e r a t o m.

Zur Berechnung 
benutzte Lösungen

Konzentrationen an 
freiem Ammoniak N (opt., tensiom.) N (elektrom.)

(9, 10)—11 0,1225—0,357 4,00—4,10 4,04
6—(7, 8) 0,315 —0,952 4,09—4,24 4,17
11—12 0,357 —0,950 4,10—4,24 4,17

12—(13, 14) 0,950 —2,00 4,24—4,43 4,42
(13, 14)—5 2,00 —4,56 4,43 — 4,69 4,69

die E'-Potentiale und vorzugsweise Lösungen, wo die Kon­
zentration an Kuprokomplex aus Ceri- oder Permanganat- 
Titrationen bekannt ist. Die benutzten Kupro- und Kupri- 
kupferkonzentrationen sind in der 2. und 3. Kolonne der 
Tabelle 8 angeführt. Die Konzentrationen an freiem Am­
moniak sind nach der Gleichung

[NH3] = Cnh,+Cu.-3CCu-NCCu..
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berechnet und sind ebenfalls in Tabelle 8 angeführt. In 
Tabelle 7 ist äusser den in der letzten Kolonne angeführ­
ten elektrometrischen N-Werten auch ein optisch-tensioine- 
trischer N-Wert für jede der gemessenen Lösungen ange­
geben. Diese sind mittels der früher gefundenen Komplexi­
tätskonstanten1 berechnet und wurden der Berechnung der 
angeführten Konzentrationen an freiem Ammoniak zugrunde 
gelegt. Vergleicht man die in verschiedener Weise berech­
neten N-Werte, so sieht man, dass die Übereinstimmung ganz 
ausgezeichnet ist. Das elektrometrische N liegt stets sehr 
nahe dem Mittelwert der zwei optisch-tensiometrisclien N- 
Werte in den zur Berechnung benutzten Lösungen, jeden-

Tabeile 8.
Berechnung des Normalpotentials (Eo) D i a m m i n - 
Tetramminkupriion in 2-mol. Ammonium nitrat 

bei 18°.

Mittelwert von E'o in 2-mol. Ammoniumnitrat —0,3 0 60.

Nr. ^Cu’ Ccu" [NH 3] “CuCNHsh"
RT
V 111 P E'o -/E'o Rotiert 

(Tage)

• 1 0.01894 0,00806 0,201 0,914 0,0568 —0,3052 0,0008 2
2 0,00960 0,01273 0,464 0,854 0,0416 —0,3051 0,0009 2
3 0,02270 0,00262 0,942 0,754 —0,0583 (—0,3029) (0,0031) 1
4 0,01042 0,00876 0,950 0,752 —0,0089 —0,3035 0,0025 1
5 0,1606 0,0362 4,56 0,305 —0,1430 —0,3056 0,0004 2

6 0,00991 0,00895 0,315 0,888 0,0524 —0,3054 0,0006 2
7 0,0159 0,00624 0,952 0,750 —0,0282 —0,3064 —0,0004 3
8 0,00499 0,01169 0,957 0,750 0,0164 —0,3054 0,0006 7

9 0,00938 0,00912 0,1225 0,925 0,1026 —0,3057 0,0003 2
10 0,01064 0,00861 0,1210 0,925 0,0986 —0,3062 —0,0002 13
11 0,00780 0,01015 0,357 0,881 0,0551 —0,3057 0,0003 3
12 0,00692 0,01060 0,950 0,752 0,0061 —0,3060 0,0000 2
13 0,00789 0,01026 2,00 0,565 —0,0425 —0,3064 —0,0004 1
14 0,00763 0,01008 2,00 0,565 —0,0421 —0,3068 —0,0008 2

Siehe II S. 17. 
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falls so lange die Ammoniakkonzentration so klein ist, dass 
das Medium als konstant betrachtet werden kann.

In Tabelle 8 ist das Normalpotential (E'o) entsprechend 
der Redox-Reaktion

Cu(NH3)g + 2NH3 Cu (Nll3)’’+0

auf Grundlage aller gemessenen Lösungen berechnet. Der 
Zusammenhang zwischen diesem Potential und den experi­
mentellen Daten ist durch folgende Beziehung gegeben:

E'o — E' — 0,0577 log p, wo p =
“cu (NHS)4-^cu-

Nur die Grösse a braucht eine Erklärung. Sie stellt den 
Bruchteil des Kuprikupfers dar, der als Tetramminkom­
plex vorhanden ist, und ist mittels der aus optisch-tensio- 
metrischen Messungen bekannten Komplexitätskonstanten 
berechnet. Die drittletzte Kolonne der Tabelle gibt die be­
rechneten E'o-Werte. Wie zu erwarten war, ist die Konstanz 
namentlich in den Fällen gut, wo die Konzentration an 
Kuprokupfer durch Ceri- oder Permanganat-Titration be­
stimmt worden ist. Auf der Grundlage der in diesen Fäl­
len berechneten E'o-Werte ergibt sich das gesuchte Normal­
potential im Mittel zu —-0,3060. Man sieht, dass die E'o- 
Werle selbst bei recht grossen Ammoniakkonzentrationen 
nur wenig von diesem Mittelwert abweichen, obgleich bei 
der Berechnung Konzentrationen statt Aktivitäten angewandt 
wurden. Dies kann nur dadurch erklärt werden, dass die 
in Betracht kommenden Aktivitätskoeffizienten einander 
nahezu ausgleichen.

Unter der Annahme, dass das Ammoniumion und das 
Nitration allein und je zur Hälfte die Elektrizität trans­
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portieren, kommt man zu folgendem Ausdruck für die 
z/E'o-Werte :

f3
Z/EÓ = E'«-(-0,3060) = 0,0577 log =------- ÍCul(NO,>, .

f(CulNO,-fNH.NO,'fNH.

Die kleinen innerhalb der Versuchsgenauigkeit schwan­
kenden z/E'0-Werte in Tabelle 8 zeigen also, dass f^Cu](NO)/ 
f2Cu] xo,‘ ^nh4no3’ ^nh3 s*ch der Ammoniakkonzentration 
nur wenig ändert.

Der aus Tabelle 8 berechnete Mittelwert für E'o gibt das 
Oxydations-Reduktionspotential gegen die Kuprinitratelek- 
trode. Um auf die Normalwasserstoffelektrode umzurechnen, 
hat man 0,305s1 zu addieren. Das Normalpotential ent­
sprechend der Redox-Reaktion

Cu(NH3)’2 + 2NH3 X Cu (NH3)” + 0

ist also —0,3060 + 0,3053 = 0,000 7 (in 2-molarem Ammo­
niumnitrat bei 18°).

c. Die Komplexität der K u p r i a m moniakkomplex e. 

Von Ammoniaktensions- und Lichtabsorptionsmessun­
gen ausgehend, war es möglich alle die konsekutiven Kom- 
plexitätskonstanten2 

[Cu(NH3)”j
n [CuCNH^HNHJ

n = 1, 2, 3, 4, 5

der 5 Kupriammoniakkomplexe zu bestimmen3. Die hier 
ausgeführten elektrometrischen Messungen gestatten die Be­
rechnung von

1 Siehe S. 19.
2 Kuprokonstanten sind in dieser Arbeit mit einem, Kuprikonstan- 

ten dagegend entsprechend der Valenz mit zwei Strichen bezeichnet.
3 In I und II.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII. 15. 3
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K" = k'1'- k'2'• k3-und k'5',

und man ist derart imstande die Richtigkeit der früher 
gefundenen Konstanten zu prüfen.

Die Komplexitätskonstante K", die die Gleichgewichts­
konstante des Gleichgewichtes

Cu” + 4NH3 Cu(NH3)”

darstellt, ist aus den Normalpotentialen Amalgam-Kupriion 
(Eo = 0,3304) und Amalgam-Tetramminkupriion zu berech­
nen. Letztgenanntes, das nicht direkt zu bestimmen ist, 
lässt sich nach dem Gesetz von Luther1 aus den Normal­
potentialen Amalgam-Diamminkupro- und Diamminkupro- 
Tetramminkupriion berechnen. Die Berechnung gibt für 
dieses Normalpotential:

2E0 = —0,1080—0,0007; Eo = -0,0 5 44.

Wenn Gleichgewicht zwischen den Kupriionen und den
Tetramminkupriionen herrscht, muss gelten:

0,3304+0,02885 log [Cu-] = -0,0544 + 0,0577 log •
[NH3]

Hieraus berechnet man K" zu 2,19-1013, während man 
die aus den Tensionsmessungen berechnete Konstante (auch 
in 2-mol. Ammoniumnitrat bei 18°) zu 2,13-1013 findet. 
Die Übereinstimmung ist besonders gut, wenn man die 
Grösse der Konstante und die ganz verschiedenen Metho­
den, die bei ihrer Bestimmung benutzt worden sind, in 
Betracht zieht.

Die Komplexitätskonstante k'5', die früher aus Lichtab­
sorptionsmessungen berechnet worden ist, ist auch mittels

1 Zeitschr. physik. Cliem. 36 (1901) 385.
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der an Mischungen von Kupro- und Kuprikomplexen aus­
geführten Potentialmessungen zu berechnen. Wie Tabelle 
7 zeigt, wurden diese Messungen bei so grossen Ammoniak­
konzentrationen ausgeführt, dass das Kuprikupfer in der 
Hauptsache als Tetrammin- und Pentamminkomplex vor­
handen war. Man ist jedoch nicht berechtigt, namentlich 
in den ammoniakärmsten Lösungen ganz von einem klei­
nen Gehalt am Triamminkomplex abzusehen. Bei der Be­
rechnung von k'5' ist dafür mittels der aus Tensionsmessun­
gen bekannten Komplexitätskonstante

= [Cu(NH,);] =
4 [Cu (NH3)3) [NH3]

korrigiert worden.
Gleichungen zur Berechnung von k'5' erhält man, wenn 

man in der Formel

E' —0,0577 log
aCu(NH3)4" Cçu-

CCu.[NH3]2

u(nh ) durch k'5' ausdrückt. Zur Bestimmung des Zu­
sammenhanges zwischen diesen Grössen hat man:

und

aCu(NH3)3" aCu(NH»)«" + ftCu(Xn3)5 -

[Cu(NH3)3] [Cu(NH3)--j [Cu(NH3)g] = 
Ccu- Ccu.. CCu..

[Cu(NH3)'¿] = k"[Cu(NH3)-J [NH,], 

woraus sich ergibt:
= 1 ~^Cu(NH3)3-

«Cu(NH3)r l + kgtNHj ■

Für jede der gemessenen Lösungen kann man in dieser
Weise E'o durch k'5' ausdrücken, und indem solche Aus­
drücke für verschiedene Lösungen einander gleichgesetzt 

3* 



36 Nr. 15. Jannik Bjerrum:

wurden, sind die in Tabelle 9 angeführten Werte für kV be­
rechnet worden. Die Tabelle 9 gibt ausserdem die Konzentra-

T a bei le 9.
Berechnung der Komplexitätskonstante: 

k zz = _ [CuJNH3)5"1_
5 [Cu(NH3)4"][NH3]

Zur Berech­
nung benutzte 

Lösungen

Konzentratio­
nen an freiem 

Ammoniak
aCu(NH3)3 ” ks" (elektr.) k5" (korr.)

(9, 10) —11 0,1225—0,357 0,041—0,014 0,30 __
6—(7, 8) 0,315 —0,952 0,016—0,005 0,39 —
11 — 12 0,357 —0,950 0,014—0,005 0,38 —

(9, 10)—12 0,1225—0,950 0,041—0,005 0,35 —

Mittel: 0,355
(9,10)—(13,14) 0,1225 — 2,00 0,041—0,002 0,42 0,38

11—(13, 14) 0,357 —2,00 0,014—0,002 0,45 0,40
(9, 10)—5 0,1225—4,56 0,041—0,000 0,50 0,38

tion an freiem Ammoniak und den Gehalt an Triammin­
komplex in den zur Berechnung benutzten Lösungen. Die 
angeführten Werte für kV sind Konzentrationskonstanten 
und es kann ihnen deshalb nur grösseres Gewicht beige­
legt werden, solange die Konzentration an freiem Ammo­
niak in den zur Berechnung benutzten Lösungen kleiner 
als l-molar ist. Bildet man den Mittelwert der Konstanten, 
die diese Bedingung erfüllen, so berechnet sich k'5' zu 0,355, 
während diese Konstante früher aus Lichtabsorptionsmes­
sungen (ebenfalls in 2-molarem Ammoniumnitrat bei 18°) zu 
0,345 berechnet worden ist. Die Übereinstimmung zwischen 
den in verschiedener Weise berechneten Konstanten ist also 
so gut wie man es überhaupt erwarten kann.

In den Fällen, wo Lösungen mit höherer Ammoniak­
konzentration als 1-molar benutzt wurden, findet man zu 
grosse Werte für kV. Berücksichtigt man aber den Einfluss 
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des Ammoniaks auf die Aktivitätskoeffizienten, so findet 
man auch hier ganz vernünftige Werte. Dies zeigen die 
Konstanten der letzten Kolonne, die mit fNHa korrigiert sind, 
übrigens unter der Annahme, dass f^KNo.t/icu) no.'fnh.no, 
• f?,„ sich im Ganzen mit der AmmoniakkonzentrationIN H 3

nicht ändert (s. S. 33).
Die in diesem Abschnitt besprochenen Potentialmessun- 

gen an Mischungen von Kupro- und Kuprikomplexen geben 
nichts wesentlich neues, wohl aber eine schöne Bestäti­
gung der früheren Arbeiten über die Kupriammoniakkom- 
plexe. Der nächste Abschnitt handelt über einige Messun­
gen bei sehr kleinen Ammoniakkonzentrationen, welche 
die Existenz eines Monamminkuprokomplexes zeigen, und 
auf deren Grundlage die Komplexität dieses bisher unbe­
kannten Komplexes berechnet wurde.

5. Messungen mit der Kupferamalgamelektrode an 
Gleichgewichtslösungen bei kleinen Konzentrationen an 

freiem Ammoniak.
a. Messungen.

Betreffs der Messungen selbst ist nichts besonderes zu 
bemerken. Kupriammoniaklösungen wurden wie früher be­
schrieben in Stickstoffatmosphäre mit gesättigtem Kupfer­
amalgam ins Gleichgewicht gebracht und sowohl gegen die 
Kuprinitrat- wie gegen die Kalomelelektrode gemessen. Ta­
belle 10 enthält das experimentelle Material. Die Tabelle 
gibt äusser den gefundenen Potentialen (E' und E ) die 
Zusammensetzung der Kupriammoniaklösungen vor der 
Reduktion mit Kupferamalgam (C®u.. und CJ.H ), sowie die 
Kuprokupfer- (CCu) und die Totalkupferkonzentration 
(C( u.. + (u.) der gemessenen Gleichgewichtslösungen.
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Tabelle 10.

Messunge n in il Kupfer a in alga ni elektrode a n Gleich­
gewichtslösungen bei kleinen Konzentrationen 

an freie m A in in o n i a k.

Die Tabelle gibt das experimentelle Material zu den bei 18° 
gemessenen Ketten :

Cu,Hg I Cu(NO3)2(CGu..), CuNO3(CCu.) + NH3(CNH3), 2-n NH4NO3 | 2,1-n
NH4NO3 gegen 2-n NH4NO3, 0,01-n HNO3, 0,1165-inol. Cu(NO3)2| Cu,Hg 

(E'-Werte) bezw. 1-n KCl, HgCl | Hg (E"-Wcrte).

Nr. r0cCu • c°cnii3 CGu.(Ceri) GCu + Ctr 
(gef.)

GCu”+ Cu-
(ber.)

— E' — E"

1 0,02304 0,00512 0,00101 0,02335 0,02354 0,0245 0,0033
2 0,01047 0,00547 0,00164 0,01133 0,01129 0,0371 0,0162
3 0,00464 0,00512 0,00216 0,00581 0,00572 0,0519 0,0311
4 0,00464 0,00512 0,00217 0,00564 0,00573 0,0521 0,0312
5 0,00464 0,00512 0,00214 0,00572 0,00571 0,0520 0,0308
6 0,00464 0,00512 0,00213 0,00567 0,00571 0,0521 0,0310
7 0,01154 0,01020 0,00315 0,01318 0,01312 0,0393 0,0181
8 0,01154 0,01020 0,00321 0,01318 0,01315 0,03935 0,0182
9 0,00462 0,00769 0,00328 0,00635 0,00626 0,0569 0,0359

10 0,00462 0,00769 0,00320 0,00628 0,00622 0,0570 0,0359
11 0,00464 0,01020 0,00460 0,00696 0,00694 0,0626 0,0416
12 0,00462 0,01024 0,00454 0,00697 0,00689 0,0627 0,0416
13 0,00462 0,01525 0,00708 0,00816 0,00816 0,0810 0,0598

Das Kuprokupfer wurde durch Geri-Titration, das Total­
kupfer wie gewöhnlich durch Elektrolyse in ammoniaka­
lischer Lösung bestimmt. Die in der 6. Kolonne angeführten
Totalkupferkonzentrationen sind aus Cf, .. und CCu. mittels
der Relation

^Cu + Cu- = C°CCu + 2 CCu-

berechnet. Die Übereinstimmung zwischen der direkt ge­
fundenen und der in dieser Weise berechneten Totalkupfer­
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konzentration entspricht ungefähr der Versuchsgenauigkeit. 
Dies zeigt, dass jedenfalls nur sehr kleine Kupfermengen 
auf Grund von Oxydation in Lösung gegangen sein können. 
Eine weitere Konsequenz hiervon ist, dass die totale Am­
moniakkonzentration durch die Kuprobildung nicht geändert 
worden ist, so dass auch die Ammoniakkonzentration 
der Gleichgewichtslösungen gibt.

Wenn es hier im Gegensatz zu den Versuchen bei höhe­
ren Ammoniakkonzentrationen gelungen ist, Oxydation durch 
Sauerstoff ganz zu vermeiden, liegt dies vielleicht daran, 
dass es sich um schwach saure (pH ist ca. 4—5) Kupro- 
lösungen handelt, die vom atmosphärischen Sauerstoff nur 
langsam oxydiert werden.

b. Behandlung des Materials.

In Tabelle 11 ist das Versuchsmaterial rechnerisch be­
handelt worden. Die ausgeführten Messungen geben un­
mittelbar die Gesamtkonzentration der Kuprikomplexe (Cc ..) 
und die Konzentration der Kupri- und Kupro-Aquoionen. 
Benützt man ferner die bekannten Komplexitätskonstanten 
der Kuprikomplexe1 k4, k'2, k'3\ k'4 und k'5, so ist man 
imstande die Konzentration des freien Ammoniaks und die 
Verteilung des komplex gebundenen Ammoniaks auf Kupri- 
und Kuprokomplexe zu berechnen; dies ist in Kürze der 
beider Behandlung des Versuchsmaterials eingeschlagene Weg.

1 Diese Konstanten haben folgende Werte: kj" = 20500, k2Z/ = 4670, 
k3" — 1098, 1<4/Z = 201 und kr/' = 0,345 (in 2-molarem Ammonium­
nitrat bei 18°).

Die Konzentration des freien Ammoniaks ist berechen­
bar, weil .

ICu ]



40 Nr. 15. Jannik Bjerrum:

bekannt ist. Diese Grösse hängt nur von der Ammoniak­
konzentration ab, was durch folgende Beziehung ausge­
drückt wird :

1
“Cu ' - 1 + kj'[NH3] + kïk'2[NH3]2 + ... + k"k'2k3k'4k5'[NH¡P '

Zu diesem Ausdruck kommt man, wenn man «c durch 
Amminionenkonzentrationen ausdrückt und die betreffenden 
Massenwirkungsausdrücke einführt. Er ist nur dann bequem 
zur Berechnung der Konzentration des freien Ammoniaks, 
wenn es sich um so kleine Ammoniakkonzentrationen han­
delt, dass nur das Glied mit der Ammoniakkonzentration 
in erster Potenz eine Rolle spielt. Die Berechnung wurde 
graphisch ausgeführt. «Cu.. wurde für rundzahlige Konzentra­
tionen des freien Ammoniaks berechnet1 und eine Kurve 
gezeichnet, die den Zusammenhang zwischen diesen beiden 
Grössen in logarithmischem Masstabe darstellt. In der 4. 
Kolonne der Tabelle 11 sind die mittels dieser Kurve gefunde­
nen Konzentrationen an freiem Ammoniak angeführt. Die bei 
der Berechnung von «Cu.. benutzten Kuprikupferkonzentra- 
tionen sind in der zweiten Spalte angeführt und wurden 
mittels der berechneten Totalkupferkonzentrationen berech­
net, weil man annehmen konnte, dass diese genauer seien, 
als die direkt gefundenen. Die benutzten Kupri-Aquoion- 
konzentrationen wurden aus den E'-Potentialen mittels des 
bekannten Normalpotentials (E'o = 0,0251) berechnet. Eine 
Berechnung mittels der E"-Potentiale würde gleiche Resul­
tate geben, weil die Differenz zwischen den zwei Potentialen 
ausreichend konstant ist. Das Potential zwischen der Kupri- 
nitrat- und der Kalomelelektrode, das früher zu 0,0209 ge­
funden wurde, wird liier im Mittel zu 0,0210 bestimmt.

Diese Berechnung ist schon in I (siehe S. 22) ausgeführt.
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Tabelle 11.

Berechnung der Komplexitätskonstanten:

k/
[Cu(NH3)~]
[Cu'] [NH3]

und
[Cu (NH3)24

[Cu(nh3)4 [nh3]

Gebildet ohne Rücksichtnahme auf die Lösungen 1 und 13.

Nr. GCu" [Cu"] [NH3] N" r"gnh3 CNHS N'

1 0,0225 0,0191 0,00000835 0,157 0,00353 0,00158 (1,56)
2 0,00965 0,00698 0,0000172 0,296 0,00286 0,00259 1,58
3 0,00356 0,00216 0,0000279 0,438 0,00156 0,00353 1,63
4 0,00356 0,00212 0,0000290 0,452 0,00161 0,00348 1,60
5 0,00357 0,00214 0,0000285 0,445 0,00159 0,00350 1,63
6 0,00358 0,00212 0,0000293 0,455 0,00163 0,00346 1,62
7 0,00997 0,00586 0,0000300 0,463 0,00461 0,00556 1,76
8 0,00994 0,00583 0,0000300 0,463 0,00460 0,00557 1,73
9 0,00298 0,00144 0,0000432 0,61 0,00182 0,00583 1,78

10 0,00302 0,00143 0,0000447 0,63 0,00190 0,00575 1,80
11 0,00234 0,000912 0,0000590 0,77 0,00180 0,00834 1,81
12 0,00235 0,000906 0,0000603 0,77 0,00181 0,00837 1,84
13 0,00108 0,000209 0,000120 1,15 0,00124 0,01389 (1,96)

Nr. GCu"/CCu- [Cu'] [Cu(NH3)-J [Cu (NH3)2-] kf-lO—6 k2'-10-5 kizk2'-10-11

1 22100 0,0000740 0,00029 0,00064 (0,47) (2,64) (1,24)
2 3600 0,0000447 0,00060 0,00099 0,78 0,96 0,75
3 764 0,0000248 0,00074 0,00139 1,07 0,67 0,72
4 758 0,0000246 0,00081 0,00133 1,08 0,57 0,62
5 783 0,0000247 0,00073 0,00138 1,03 0,66 0,68
6 791 0,0000246 0,00075 0,00135 1,04 0,62 0,65
7 999 0,0000409 0,00066 0,00245 0,54 1,24 0,67
8 967 0,0000409 0,00077 0,00240 0,63 1,04 0,66
9 277 0,0000203 0,00069 0,00257 0,79 0,86 0,68

10 296 0,0000202 0,00061 0,00257 0,68 0,94 0,64
11 110 0,0000161 0,00083 0,00376 0,87 0,77 0,67
12 114 0,0000161 0,00068 0,00385 0,70 0,94 0,66
13 21,6 0,00000775 0,000255 0,00682 (0,27) (2,23) (0,60)

Mittelwerte 1. . . 0,84 0,84 0,67
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Sobald die Konzentration des freien Ammoniaks bekannt 
ist, macht es keine Schwierigkeiten weiter zu kommen. In 
der 5. Kolonne ist Nzz angeführt, d. h. die Anzahl der kom­
plex gebundenen Ammoniakmoleküle pro Kuprikupfer- 
atom. Diese Grösse, die nur von der Ammoniakkonzentra­
tion abhängt, ist berechnet mit Hilfe der Formel

die man leicht gewinnt, wenn man N" durch Amminion- 
konzentrationen ausdrückt, die betreffenden Massenwirkungs­
ausdrücke einführt und von Gliedern höherer Ordnung ab­
sieht. In der 6. Kolonne ist das an Kuprikupfer gebundene 
Ammoniak angeführt:

NH, = N Ccu ’

in der 7. die entsprechende Grösse für Kuprokupfer

und in der 8. Kolonne endlich die Anzahl von komplex 
gebundenen Ammoniakmolekülen pro Kuprokupferatom :

Betrachtet man die berechneten N'-Werte, so sieht man, 
dass es wirklich gelungen ist, Lösungen bei so kleinen 
Ammoniakkonzentrationen zu untersuchen, dass das I)i- 
amminkuproion etwas dissoziert ist. Wenn Lösungen mit 
Nz kleiner als ca. 1,6 nicht untersucht wurden, so liegt das 
daran, dass «Cu.. bei noch kleineren Ammoniakkonzentra­
tionen sich so sehr 1 nähert, dass man diese Grösse nicht 
mit Vorteil zur Bestimmung der Konzentration des freien 
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Ammoniaks heranziehen kann. Dazu kommt weiter, dass 
die Kuprobestimmung bei solchen Lösungen ebenfalls 
Schwierigkeiten zu machen anfängt (siehe S. 11). Das Ge­
biet, wo «Cu.. zur Bestimmung der Konzentration des freien 
Ammoniaks benutzt werden kann, ist auf der anderen Seite 
dadurch begrenzt, dass das Gleichgewicht bei grösseren 
Ammoniakkonzentrationen stark zu Gunsten der Kupro- 
komplexe verschoben ist, so dass die Bestimmung von Cc .. 
unsicher wird. Die Berechnung von N' ist also nur in einem 
begrenzten Gebiet durchführbar, und man muss annehmen, 
dass die berechneten Werte namentlich gegen die Grenzen 
hin (die Lösungen 1 und 13) unsicher werden.

Eine andere Schwierigkeit bei den Messungen war die 
folgende: Man ist, um eine Ausscheidung von hydroxyl- 
haltigen Niederschlägen zu vermeiden, gezwungen, mit klei­
neren Komplexionenkonzentrationen zu arbeiten, als für die 
Analyse der Lösungen bequem ist. Die untersuchten Lösun­
gen liegen nicht weit von der Grenze, wo dies der Fall ist. 
So scheiden Lösungen mit demselben stöchiometrischen 
Verhältnis zwischen Ammoniak und Kupfer aber zweimal 
zu grossen Totalkonzentrationen, wie die gemessenen, un­
weigerlich Niederschläge aus, wenn sie mit Kupferamalgam 
in Berührung gebracht werden. Dies geht aus Tabelle 12 
hervor; hier gibt CCu. , Cu.. die Totalkupferkonzentration, 
nachdem die betreffenden Lösungen mit Kupferamalgam 
ungefähr einen Tag geschüttelt waren.

Die ausgeschiedenen Niederschläge waren grünschwarz 
und enthalten sicher Kuprokupfer. Es handelt sich jeden­
falls nicht um Gerhardtit1-Niederschläge, weil die betref­
fenden Lösungen an diesem Stoff ungesättigt waren.

1 Ein wohldefiniertes Kuprihydroxydnitrat, dessen Löslichkeitsver­
halten in 2-molarem Ammoniumnitrat früher ausführlich untersucht 
worden ist (siehe I, S. 29).
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Tabelle 12.

c°Wu r°cnii3 GCu+Cu-

0,0232 0,0137 0,0182
0,0138 0,0215 0,0090
0,0138 0,0324 0,0055

Die gemessenen Potentiale geben sowohl die Konzen­
tration der Kupro-Aquoionen wie die der Kupriionen. In 
Tabelle 11, 3. Kolonne nuten, sind die Kuproionenkonzen- 
trationen der gemessenen Lösungen angeführt, berechnet 
aus den E'-Potentialen mittels des bekannten Normalpoten­
tials (Eq = 0,2139). Man ist somit imstande die Konzen­
tration der einzelnen Amminkomplexe zu berechnen. Drückt 
man die Gesamtkuprokonzentration (Cc .) und die an 
die Kuprokomplexe komplex gebundene Ammoniakmenge 
(C'NII ) durch Amminionkonzentrationen aus, erhält man:

[Cu-]+[Cu(NH3)-] + [Cu(NH3)-J = Ccu. 
[Cu(NH3)-] + 2[Cu(NH3)-2] = C'NHj

Mit Hilfe dieser 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten sind 
die in 4. und 5. Kolonne angeführten Monammin- und Di- 
amminkonzentrationen berechnet. Die Grösse der in dieser 
Weise berechneten Monamminkonzentrationen ist an sich 
ein Beweis dafür, dass die untersuchten Lösungen einen 
M onamminkomplex enthalten. Wäre nämlich das Kupro- 
kupfer nur zwischen Aquoionen und Diamminionen ver­
teilt, so müsste sich dies dadurch zu erkennen geben, dass 
die berechneten Monamminkonzentrationen mit einer der 
Versuchsgenauigkeit entsprechenden Unsicherheit um Null 
oscillieren.
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c. Die Komplexitätskonstanten der Kupro- 
a m m o n i a k k o m p 1 e x e.

In den letzten Kolonnen der Tabelle 11 sind die Kom- 
plexitätskonstanten der zwei Kuproammoniakkomplexe be­
rechnet. Man sieht, dass die berechneten Konstanten recht 
gut konstant sind, wenn man von den unsicheren Grenz­
lösungen 1 und 13 absieht. In diesen Lösungen liegen ja 
die Verhältnisse so schlecht lur eine Berechnung, dass den 
gefundenen Werten kein grösseres Gewicht beigelegt werden 
kann. Bemerkenswert ist die gute Konstanz des Konstanten­
produktes k^kg. Dieses Produkt, das gleich der Konstante

K-' _ i ' i 1 = íCu(NH¿]
12 [Cu-][NHJ2

ist, wird hier im Mittel zu 0,67-1011, bezw. (0,84-10° • 
0,84-10° =) 0,71-1011 gefunden, während man früher aus 
Messungen bei grossen Ammoniakkonzentrationen (s. S. 24) 
0,741-1011 berechnet hat. Nun ist der frühere Wert als der 
genaueste anzusehen, und es wurde deshalb vorgezogen k'x und 
kg so festzulegen, dass ihr Produkt diesen Wert hat. Diese 
Voraussetzung führt zu folgenden Werten in 2-molarem 
Ammoniumnitrat bei 18°:

1<; = 0.86-10’ und k'g = 0.86-10\

In Tabelle 13 ist mittels dieser Konstantenwerte die Ver­
teilung des Kuprokupfers für eine Reihe rundzahliger Am­
moniakkonzentrationen berechnet. Die Tabelle gibt folgende 
Kuprogrössen: «Cir> «Cu(nh.>, und N'- Zunl Ver'
gleich sind die Kuprigrössen aCu.. und N" und endlich auch 
das Gleichgewichtsverhältnis zwischen Kupri- und Kupro- 
komplexen CCu../C2u. (für Lösungen im Gleichgewicht mit
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Tabelle 13.

Zusammensetzung der K u p r o a in in oniaklösungen 
und das Gleichgewichtsverhältnis zwischen Ku­
pri- und K u pro ko ni p 1 ex e n für ganze Zehner­

potenzen der A in m o n i a k k o n z e n t r a t i o n.

[NHg] «Cu «Cu(NH3)- CiCu(NH3)2- N' «Cu- N"

10-7 0,920 0,079 0,001 0,081 0,998 0,002 2,99-106
10-6 0,518 0,444 0,038 0,520 0,980 0,020 0,96-106
10-5 0,0589 0,506 0,435 1,376 0,823 0,185 l,48-104
io-4 1,21 • IO-3 0,104 0,895 1,894 0,243 1,042 21,2
10-3 1,33- 10~5 0,014 0,986 1,986 0,411-10-2 2,507 0,151
10-2 l,35-10—7 0,001 0,999 1,999 0,306-10—5 3,625 2,09-10-2
10 -Í 1,35- 10—9 0 1 2,000 0,437-10-° 3,98 1,47-10-2

1 1,35-10-11 0 1 2,000 0,351 -10-43 4,25 1,82-10-2
10 1,93-10—14 0 1 2,000 0,96-10-2° 4,90 0,136

Kupferamalgam) angeführt, und zwar berechnet mittels des 
Zusammenhanges :

[Cu-]
[Cuf = 3,51 ■ IO".

Fig. 2 zeigt graphisch, wie die Verteilung des Kupro- 
kupfers von der Ammoniakkonzentration abhängt. Die ein­
gezeichneten Punkte geben die direkt gefundenen Werte 
(aus Tabelle 11 zu erhallen), während die voll ausgezoge­
nen Kurven mittels der in Tabelle 13 angeführten berech­
neten Werte gezeichnet sind. Man sieht, wie schön sich die 
Punkte um die berechneten Kurven herum verteilen. Die 
punktierte Kurve für N' ist mit der Komplexitätskonstante 
K' allein, also ohne Annahme eines Monamminkomplexes, 
berechnet. Die schlechte Übereinstimmung dieser Kurve
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Fig. 2. Die Verteilung des Kupfers auf die Kuproammoniakkomplexe. 
Die punktierte Kurve für die Anzahl von komplex gebundenen Ammo­
niakmolekülen ist ohne Annahme eines Monamminkomplexes berechnet.

Die eingezeichneten Punkte geben die experimentellen Werte.

mit dem experimentellen Material zeigt sehr deutlich, dass 
man nicht ohne Monamminkomplex durchkommt.

Aus Fig. 2 geht hervor, dass sich das Existenzgebiet 
des Monamminkomplexes über Ammoniakkonzentrationen 
von weniger als 10“7 bis etwa 10~3 erstreckt. In dem be­
nutzten Medium — 2-molarem Ammoniumnitrat — wo
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[H'][NH3] = 10-9,

langt die Komplexbildung also schon in recht sauren Lö­
sungen (pH kleiner als 2) an, und ist in der Nähe des 
Neutralpunktes ganz beendet.

d. DasGleichge wicht zwischen Ku pro- u n d Ku pri- 
ainmoniakkomplexen in Gegenwart von Kupfer.

Das Gleichgewicht zwischen Kupro- und Kupriammoniak- 
komplexen in Gegenwart von Kupfer verschiebt sich mit 
steigender Ammoniakkonzentration stark zu Gunsten der 
Kuprokomplexe. Dies geht sowohl aus Tabelle 13, deren 
letzte Kolonne CCu../C2u. (für Lösungen im Gleichgewicht 
mit Kupferamalgam) enthält, wie aus Fig. 3 hervor. Auf 
Fig. 3 ist CCu../C2u. in Abhängigkeit von der Ammoniak­
konzentration dargestellt. Die eingezeichneten Punkte geben 
die direkt experimentell gefundenen Werte (in Tabelle 11 
angeführt), während die ausgezogene Kurve, die, wie man 
sieht, sich diesen Punkten gut anpasst, mittels der berech­
neten Werte der Tabelle 13 gezeichnet ist. Bezüglich des 
Gleichgewichtes zwischen Kupro- und Kupriammoniakkom- 
plexen ist im Allgemeinen folgendes zu bemerken: Bei Am- 
moniakkonzentrationen unter 10~7 macht sich die Komplex- 
bildung nicht mehr geltend, und Cc /CJ. wird hier mit 
der Gleichgewichtskonstante 

KCu, Hg
_[Cu”]
[Cu’]2 3,51-IO6

für die Aquoionen identisch. Mit beginnender Komplexbil­
dung fällt CCu../Cqu. ausserordentlich stark und passiert 1 
bei einer Ammoniakkonzentration von ungefähr 3-10-4. 
Das Minimum, das die Kurve bei einer Ammoniakkonzen­
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tration von etwa 0,1 zeigt, ist folgendermassen zu erklären. 
Bei einer Ammoniakkonzentration von etwa 0,1 ist alles 
Kuprokupfer als Diamminkomplex und über 90 °/0 des Kupri- 
kupfers sind als Tetramminkomplex vorhanden. CCu../C^u.

Fig. 3. Das Gleichgewicht zwischen Kupri- und Kuproammoniakkomplexen 
als Funktion der Ammoniakkonzentration. Die eingezeichneten Punkte 

geben die experimentellen Werte.

gibt also beim Minimum ungefähr die Gleichgewichtskon­
stante für das Gleichgewicht:

Cu (Amalg.) + Cu (NH3)” X 2 Cu (NH3)’2

Nun kommt aber die Ammoniakkonzentration im Massen­
wirkungsausdruck für diese Gleichgewichtskonstante nicht 
vor, und man versteht deshalb, warum die Kurve bei der 
Ammoniakkonzentration, wo der Tetramminkomplex am 
meisten vorherrscht, wagrecht verläuft. Dass das Gleich­
gewicht bei grösseren Ammoniakkonzentrationen wieder zu 
Gunsten der Kuprikomplexe verschoben wird, ist eine Folge 
der Pentamminbildung.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 15. 4



50 Nr. 15. Jannik Bjerrum:

Die wichtige Konstante des Gleichgewichtes zwischen 
Diamminkupro- und Tetramminkupriion kann aus den be­
kannten Normalpotentialen (Eo = —0,1080, bezw. — 0,0544) 
für diese Ionen gegen Kupferamalgam direkt berechnet 
werden. In dieser Weise lindet man:

[Cu(NH3)J
Kcu,ng [Cu(NH3)-2]2

Dieser Wert gilt in 2-molarem Ammoniumnitrat bei 
18° für Lösungen im Gleichgewicht mit Kupferamalgam; 
für Lösungen im Gleichgewicht mit metallischem Kupfer 
berechnet man:

Kcu = ^Cu,Hg’WCu,Hg ~ 0,0101.

Der Grösse dieser Konstanten nach können l-molare Gleich­
gewichtslösungen nicht weniger als 1,4 °/0, bezw. 1,0°/0 Ku- 
prikupfer enthalten. Starke ammoniakalische Kuprilösungen 
können also beim Schütteln mit Kupfer nicht ganz ent­
färbt werden, nur schwache Kuprilösungen werden farblos. 
Dies stimmt mit den Angaben1 der Literatur gut überein.

e. Vergleich der K u p roa mm o niakko m pl exe mit
S i 1 b e r a ni m o n i a k k o m p 1 e x e n.

Nach den vorliegenden Messungen ist es wahrschein­
lich, dass das Kuproion ebenso wie das Silberion die Ko­
ordinationszahl 2 hat. Dies führt zu folgenden Formeln für 
die Verbindungen des Kuproions mit Wasser und Ammoniak:

Cu(H2O)2, Cu(H2O)(NH3)- und Gu(NH3)2

Was das Silber anlangt, so ist das Diamminsilberion 
schon lange bekannt, dagegen ist es erst neulich wahr­
scheinlich gemacht worden, dass das hydratisierte Silberion

1 F. Foerster u. Blankenberg, Ber. deutsch, chem. Ges. 39 (1906) 4428.
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2 Wassermoleküle1 enthält. Über die Existenz eines Silber- 
monamminkomplexes liegen in der Literatur nur Andeu­
tungen2 vor. Dies ist nach der Meinung des Verfassers ganz 
einfach dadurch zu erklären, dass bei den sehr kleinen 
Ammoniakkonzentrationen, wo die Existenz dieses Ions zu 
erwarten ist, keine Messungen ausgeführt wurden.

Das Verhältnis zwischen den 2 gefundenen Kuprokon- 
stanten ist recht genau 10, d. li.

log kj/kg = 1.

Wenn statistische Gründe allein ausschlaggebend wären, 
sollte man bei der Koordinationszahl 2 das Verhältnis 4 
erwarten, also

logki/kg = 0,60.

Das Verhältnis zwischen den Kuprokonstanten kann 
also grössenordnungsmässig ebenso wie bei den Kuprikom- 
plexen statistisch erklärt werden. Nimmt man an, dass ein 
Monamminsilberion existiert und dass das Verhältnis zwi­
schen den 2 Komplexitätskonstanten auch hier 10 ist, so be­
rechnet sich bei 25° für die Komplexitätskonstante des 
Monamminsilberkomplexes ca. 1,3-104 und für die des Di­
amminkomplexes 1,3-103.

f. Abhängigkeit der Komplexitätskonstanten von 
T e m p e r a t u r u n d M e d i u m.

Aus den Potentialmessungen bei 18° und 25° an Gleich­
gewichtslösungen bei grossen Ammoniakkonzentrationen 
wurde die Wärmetönung der Reaktion

Cu' + 2NH3-> Cu(NH3)’

1 Schmidt u. Keller, Zeitschr. physik. Chem. A 141 (1929) 331.
2 Siehe Schmidt u. Keller, loc. eit.

4*
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zu 16,0 kcal, berechnet (siehe S. 26). Diese Wärmetönung 
gibt bei 18° folgenden Temperaturkoeffizienten:

Die Konstante K' (= kjk',) nimmt also pro Grad ungefähr 
10 °/0 ab. Nun bindet das Kuproion das 1. und 2. Ammo­
niakmolekül mit ungefähr derselben Stärke (siehe Tab. 14). 
Es ist deshalb naheliegend, dass die Wärmetönung bei der 
Bindung der 2 Ammoniakmoleküle auch nicht sehr ver­
schieden ist. Der gefundene Temperaturkoeffizient für das 
Produkt k^kg verteilt sich deshalb wahrscheinlicherweise 
mit etwa 50 °/0 auf jede der Konstanten. Die Konstanten­
werte für 25° in Tabelle 15 sind unter dieser Annahme 
berechnet.

Tabelle 14.
Affinitäten bei der Ammoniakbindung.

(RT In kn in gcal. bei 18°).

Direkt her. Statistisch 
korr.1

1. NHg............. 7900 7900
2. NH3............. 6570 7370

Was den Einfluss des Mediums betrifft, so sind die gefun­
denen Kuprokonstanten wahrscheinlicherweise von der Salz­
konzentration recht unabhängig, weil es sich um Gleich­
gewichte zwischen Komplexen handelt, die alle dieselbe 
elektrische Ladung haben und die gleichmässig gebaut sind. 
Die Komplexitätskonstanten für die Kupriammoniakkom- 
plexe wurden von 2-molarem Ammoniumnitrat auf ver­
dünnte wässerige Lösung unter der Voraussetzung umge-

1 Über die statistisch korrigierten Werte, siehe näher I, S. 20. 
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rechnet, dass nur die Änderung der Aktivitätskoeffizienten 
des Ammoniaks und der aktiven Masse des Wassers eine 
Rolle spielt1. Nimmt man an, dass dies auch für die Ku- 
prokomplexe gilt, so können die gefundenen Kuprokonstan- 
ten dadurch auf verdünnte wässerige Lösungen umgerech­
net werden, dass man mit dem Wert von fNH3/aHjO (= 0,872) 
in 2-molarem Ammoniumnitrat multipliziert. In dieser Weise 
sind die in Tabelle 15 für Wasser gegebenen Kuprokon- 
stanten berechnet worden.

Tabelle 15.
Abhängigkeit der Komplexitätskonstanten von 

T e m p e ra t u r u n d M e d i u m.

In 2-mol. NH4NO3 
bei 18°

In Wasser 
bei 18°

In Wasser 
bei 25°

kf.................... 0,86-IO6 0,75-10e 0,54-106
W.................... 0,86-105 0,75 • 105 0,54-105

6. Anhang: Über die Lichtabsorption der 
Amminkupriionen.

In Untersuchungen über Kupferammoniakverbindungen 
II wurde die Absorption einer Reihe ammoniakalischer 
Kuprisalzlösungen mit einem Ammoniakgehalt bis zu 35°/0 
(18-molar) bestimmt. Bei den höchsten bisher untersuchten 
Ammoniakkonzentrationen war ein Pentamminion ganz 
sicher der vorherrschende Komplex. Nach der Grösse der 
Gleichgewichtskonstante (k'5' = 0,301, verdünnte Lösung 
bei 18°) sollte die Pentamminbildung in 18-molarer Am­
moniaklösung nahezu vollständig (mehr als 98°/0) sein. Es 
ist aber naheliegend, dass der Pentamminkomplex bei noch

1 Siehe I, S. 47. 
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grösseren Ammoniakkonzentrationen von einem Hexammin­
komplex gefolgt wird (vergi. II, S. 26). Um dies zu unter­
suchen wurde, die Absorptionskurve des Kuprinitrats in 
Hiissigem Ammoniak bestimmt. Aus Fig. 4 ersieht man, dass 
diese Kurve1 (Kurve 1) im Verhältnis zur berechneten 
Pentamminkurve- in Wasser (Kurve 3) nicht besonders 
verschoben ist. Dies spricht also nicht stark lur die Existenz 
eines Hexamminkomplexes. Das Band wird nicht verschoben, 
die Absorptionsvergrösserung, die schon in 35 °/0 Ammo­
niakwasser (Kurve 2) zu spüren ist, kann ebenso gut durch 
die Veränderung des Mediums erklärt werden.

Näheren Aufschluss namentlich darüber, ob der Kom­
plex neben Ammoniak auch komplex gebundenes Wasser 
enthält, kann man möglicherweise erhalten, wenn man die 
Absorption von nichtwässerigen Lösungen untersucht. Ro­
senblatt3, der gleichzeitig und unabhängig vom Verfasser 
die Existenz eines Pentamminions in ammoniakalischen 
Kuprisalzlösungen nachgewiesen hat, hat hier verschiedene 
Messungen namentlich im Lösungsmittel Methylglykol aus­
geführt. Rosenblatt gibt in Fig. 12 seiner Abhandlung 3 
Absorptionskurven für Tetramminkupriperchlorat in diesem 
Lösungsmittel ohne und mit Ammoniakzusatz. Aus Rosen­
blatt’s Kurven hat der Verfasser die Komplexitätskonstante

,,= [Cu(NH3)5]
5 [Cu(NH3)-4*][NH3]

in Methylglykol zu 3,3 (10-mal grösser als der Wert in

1 Über experimentelle Einzelheiten siehe später.
2 Über die Berechnung der Absorptionskurven des Pentammin- und 

Tetramminkomplexes in Wasser (Kurven 3 und 6 in Fig. 4) siehe II, 
S. 26.

3 F. Rosenblatt, Zeitschr. anorg. Chem. 204 (1932) 351.
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Fig. 4. Absorptionskurven der Kupriammoniakkomplexe in Ammoniak, 
Wasser und Methylglykol.

1. Cu(NO3)a in tlüss. NH3. 2. CuClg in 35% NH3-wasser. 3. CuiNHs)»“ 
in Wasser. 4. Cu(NH3)5" in Methylglykol. 5. Cu(C104)2, 4NH3 in Methyl­
glykol. 6. Cu(NH3)4" in Wasser. 7. Cu(ClO4)2 in Alkohol. 8. Kupriion 

in Wasser.



56 Nr. 15. Jannik Bjerrum:

Wasser) berechnet und mittels dieser Konstante auch die 
Absorptionskurve des Pentamminions in Methylglykol. In 
Fig. 4 sind diese Kurve (Kurve 4) und Rosenblatt’s Kurve 
für Tetramminkupriperchlorat in Methylglykol1 (Kurve 5) 
eingezeichnet. Ausserdem sind auch Kurven für die Ab­
sorption des Kupriions in Alkohol2 (Kurve 7) und Wasser 
(Kurve 8) eingezeichnet, um zu zeigen, wie stark sich die 
Absorption ändern kann, wenn Wassermoleküle durch Al­
koholmoleküle ersetzt werden.

1 Die Berechnung war nur möglich unter der Annahme, dass diese 
Kurve die Absorptionskurve des Tetramminions in Methylglykol darstellt.

2 Die Alkoholkurve, die von eigenen Messungen stammt, ist an einer
O, 05-molaren Lösung von Kupriperchlorattetrahydrat in absolutem Äthyl­
alkohol gemessen.

3 Siehe hier: W. Lange, Ber. deutsch, ehern. Ges. 59 (1926) 2107 und
P. Pfeiffer, Th. Fleitmann und Inoue, Zeitschr. anorg. Chem, 192 
(1930) 351.

4 A. Werner, Neuere Anschauungen auf dem Gebiete der anorgani­
schen Chemie 3. Aufl. (1913) S. 199.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die vorliegen­
den Absorptionsmessungen nicht sehr für die Existenz eines 
Hexamminions sprechen und ebensowenig dafür (vergl. die 
Pentaniminkurven in Wasser und Methylglykol), dass das 
Pentamminion komplex gebundenes Lösungsmittel enthält. 
Dagegen ist es möglich, dass das Tetramminion mit einem 
Mol Lösungsmittel (Wassermolekül) verbunden ist. Das 
einzige, was für die Existenz eines Hexamminions und für 
die Koordinationszahl 6 spricht, ist die Zusammensetzung 
von vielen festen Salzen3. Für die Hexamminkuprisalze ist 
es charakteristisch, dass sie für gewöhnlich leicht 2 Ammo­
niakmoleküle abspalten können4. Dies ist in Übereinstim­
mung damit, dass das gelöste Kupriion 4 Amnioniakmole- 
küle fest bindet und darüber hinaus nur geringe Neigung 
zur weiteren Komplexbildung zeigt.
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Experimentelle Einzelheiten der Absorptions­
messungen in flüssigem Ammoniak.

Die ausgeführten Absorptionsmessungen in flüssigem 
Ammoniak wurden mit in gewöhnliche Glasröhren einge­
schmolzenen Lösungen ausgeführt. Früher hat man bei 
hohen Drucken teure Druckküvetten an gewendet1, dies ist 
aber nicht absolut notwendig. Es genügt, ein Glasrohr mit 
der eingeschmolzenen Lösung in einer Küvette mit dem 
Lösungsmittel anzubringen und das Licht senkrecht zum 
Rohr durch die Lösung zu schicken. Dies zu versuchen hat 
mich Prof. Weigert vorgeschlagen. Die Zylinderlinse, die 
das Glasrohr bildet, gibt nicht, wie man erwarten könnte, 
ein unebenes Gesichtsfeld, jedenfalls nicht, wenn man Glas­
röhren mit einem Durchmesser über 1 cm benutzt. Um gute 
Resultate zu erhalten, ist es nur notwendig, das Glasrohr 
und die Küvette stets in derselben Stellung, so symmetrisch 
wie möglich, anzubringen.

Bei den Messungen wurde ein König-Martens’sches Spek­
tralphotometer verwendet. Um die Küvette anbringen zu 
können, wurden die 2 Rinnen für die gewöhnlichen Ab­
sorptionsgefässe entfernt und statt dieser eine Metallplatte 
angeschraubt. Die benutzte Küvette hatte eine Dicke von
2 cm und war mit einem Halter so eingerichtet, dass das 
Absorptionsrohr in einer bestimmten Stellung befestigt wer­
den konnte.

Die effektive Schichtdicke, d. h. die Dicke der wirklich 
absorbierenden Schichte, ist zu berechnen, wenn inan die 
Röhren sowohl mit Wasser wie mit einer Lösung bekann­
ter Extinktion ausmisst. In Tabelle 16 sind die Extink­
tionen mit Wasser und die berechneten Schichtdicken für
3 in dieser Weise ausgemessene Röhren angeführt.

1 E. Warburg, Berl. Akad. Ber. (1912) 219; (1914) 877.
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Tabelle 16.
Daten für 3 Röhren.

Wellenlänge 
i n in u

Extinktion mit Effektive Schicht-

I

Wasser

11 III

dit

I

?ke in cm

11 III

G 50 0,075 0,080 0,088 1,652 1,700 1,672
590 — — 1,658 1,710 1,684
550 0,070 0,075 0,087 1,646 1,720 1,692

Man sieht, dass man mit recht grosser Genauigkeit die­
selbe Schichtdicke bei verschiedenen Wellenlängen erhält, 
und weiter, dass der Lichtverlust durch Küvette, Rohr und 
Lösungsmittel nahezu unabhängig von der Wellenlänge ist. 
Diese Grösse, die man von der gemessenen Extinktion ab­
ziehen muss, um die Extinktion des gelösten Stoffes zu 
berechnen, ist für Ammoniak und Wasser gleich gross an­
genommen. Dies ist zulässig, weil es sich dabei um Stoffe 
mit ungefähr gleichem Brechungsexponenten (für Ammo­
niak in der D-linie 1,325, für Wasser 1,333) handelt.

Die Absorptionsmessungen mit Kuprinitrat in flüssigem 
Ammoniak wurden in ausgewählten Glasröhren aus leicht 
schmelzbarem Glas mit 2 mm dicker Wand ausgeführt. Dies 
genügt, um dem Druck des Ammoniaks (8,4 Atm. bei 20°) 
zu widerstehen. Die wasserfreien ammoniakalischen Lösun­
gen wurden in den Röhren hergestellt, indem Ammoniak 
auf abgewogenen Mengen Tetramminkuprinitrat verdichtet 
wurde. Das benutzte Ammoniak wurde einer Bombe ent­
nommen und mit Kaliumhydroxyd getrocknet, bevor es in 
das Rohr mit dem Tetramminsalz geleitet wurde. Dieses 
war, um das Zuschmelzen zu erleichtern, dünn ausgezogen, 
und wurde in einer Mischung von Äther und Kohlensäure­
schnee gekühlt. Es erwies sich als wichtig, die Ammoniak-
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Tabelle 17.

Zusammenstellung der Lichtabsorptions- 
m ess un gen an Kupri nitrat in flüssigem Am mo­

il i a k.

Rohr I. Abgewogene Rohr II. Abgewogene

Salzmenge 0,0286 g Salzmenge 0,0219 g

Volumen bei 21° Volumen bei 23°

her. 16,05 cm3, durch Aus- her. 15,14 cm3, durch Aus-

messung gef. 16,12 cm3 messung gef. 15,14 cm3

Molare Kupferkonz. 0,00693 Molare Kupferkonz. 0,00562

Wellenlänge Molare Extinktion Wellenlänge Molare Extinktion

690 ±12 (83,0) 690 ±12 (82,6)
670 ± 8 86,6 670 ± 9 86,9
650 ± 6 91,2 650 ± 6 90,9
630 ± 5 90,5 630 ± 5 90,7
610 ± 4 85,6 610 ± 4 85,4
590 ± 4 74,2 590 ± 3 73,9
570 ± 3 55,8 570 ± 3 55,5
550 ± 3 38,9 550 ± 3 38,4

Rohr III. Abgewogene

Salzmenge 0,0966 g

Volumen bei 21 ber. 15,21 cm3,

durch Ausmessung gef. 15,24 cm3

Molare Kupferkonz. 0,0247

Wellenlänge Molare Extinktion

550 ± 3 38,0
530 ± 3 22,55
510±3 11,60
490 ± 3 5,32
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lösung gegen die Kohlensäure der Kältemischung zu schützen, 
da sonst ein Teil des Kupfers in Form eines lichtblauen 
Bodenkörpers ausgeschieden wurde. Das benutzte Tetram­
minnitrat wurde nach der Vorschrift von Horn1 hergestellt 
und zwar so, dass es nahezu staubfrei war. Es ist wasser­
frei und in flüssigem Ammoniak leicht löslich. Die Ana­
lyse ergab 24,72 °/0Cu, der theoretische Wert ist 24,87 °/0. 
Da die Röhren vor und nach dem Zuleiten von Ammoniak 
gewogen wurden, waren die molaren Kupferkonzentrationen 
mittels der aus der Literatur bekannten Dichte des Ammo­
niaks (D400 = 0,612) direkt zu berechnen. Als Kontrolle 
wurde ausserdem das Volumen der Ammoniaklösung mit 
Wasser direkt ausgewogen. In Tabelle 17 ist das mit den
3 Röhren, deren Schichtdicken in Tabelle 16 angeführt sind, 
gewonnene experimentelle Material zusammengestellt.

Diese Messungen, die sehr gut übereinstimmen, geben 
das experimentelle Material zu der in Fig. 4 eingezeichneten 
Kurve für die Absorption des Kupriions in flüssigem Am­
moniak.

7. Zusammenfassung des Inhaltes dieser und der zwei 
vorhergehenden Arbeiten über Kupferammoniak­

verbindungen.
Die Kupriammine wurden in den zwei ersten Arbeiten 2 

durch Löslichkeitsversuche, namentlich aber durch Ammo­
niaktensions- und Lichtabsorptionsbestimmungen unter­
sucht. Mit Hilfe dieser Messungen wurden alle Gleichgewichte 
zwischen den Amminkupriionen mit 1 bis 5 Ammoniak­
molekülen berechnet. Die Amminionen mit weniger als
4 Ammoniakmolekülen sind vorherrschend nur bei sehr

1 Amer, ehern. Journal 39 (1908) 216.
2 Diese Zeitschr. XI, 5 (1931) und XI, 10 (1932).
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kleinen Ammoniakkonzentrationen und können nur in stark 
ammoniumhaltigem Medium untersucht werden. Dass neben 
dem Tetramminion ein Pentamminion bei grösseren Am­
moniakkonzentrationen existiert, hat unabhängig vom Ver­
fasser auch F. Rosenblatt1 gezeigt. In Tabelle 18 sind die

Tabelle 18.
Die untersuchten Gleichgewichte.

Gleichgewichtsgleichung
Gleichgewichts­

konstante
Temperatur­
koeffizient

K (18°) in 2-n NH4NO3 —d In K/dT

1. Cu" 4-
2. Cu(NHg)” +
3. Cu(NH3)2"+
4. Cu(NH3)3”+

NH3 Cu(NH3)”
NH3 Cu(NH3)2".........
NH3^Cu(NH3)3".........
NH3 Cu(NH3)4”.........

5. Cu" + 4NHg Cu(NH3)4".........

6. Cu(NH3)4”+ NH3^Cu(NH3)5".........

20,5-IO3 tensiom.
4,67-IO3 tensiom.
1,10 • 103 tensiom.

0,201-103 tensiom.
I 2,13 • 10l3tensiom.1
I 2,19 • 10l3elektrom.
I 0,345 optisch2
I 0,355 elcktrom.

}

l

7. Cu’ 4- NH3^1Cu(NH3)- ...........
8. Cu(NHg)- 4- NHg Cu(NH3)2-...........

0,86"IO6 elcktrom.
0,86-IO5 elektrom.

9. Cu' 4- 2 NH3 Cu (NH3)2‘...........

10. 2Cu(NH3)2‘ 7^1 Cu(NH3)4”4-Cu(Amalg.)
11. 2Cu* VCu" 4*Cu(Amalg.)

0,741-1011 elektrom.

0,0138 elektrom.
3,51-IO6 analyt.8

0,03
0,03
0,03
0,03

0,117

0,02

0,05
0,05

0,095

0,039
0.112

1 Berechnet durch Multiplikation der Konstanten der Gleichgewichte 1—4.
2 Rosenblatt (Z. anorg. Ch. 204 (1932) 351) findet optisch ca. 0,33.
3 Berechnet aus Heinerth’s Angaben (Z. Elektroch. 37 (1931) 61).

gefundenen Gleichgewichtskonstanten zusammengestellt. Die 
tensiometrisch bestimmten Konstanten für die Gleichgewichte 
1—4 sind berechnet aus den Ammoniaktensionen über Lö­
sungen, wo die betreffenden Ammine am meisten vorherrschen, 
d. h. über Lösungen mit 1/s, l1/«, 21/s und 31A komplex

1 F. Rosenblatt, Zeitschr. anorg. Chem. 204 (1932) 351.
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gebundenen Ammoniakmolekülen pro Kupferatom. Die rezi­
proke Konzentration an freiem Ammoniak in Lösungen 
solcher Zusammensetzung gibt schon angenäherte Werte 
der gesuchten Gleichgewichtskonstanten. Die optisch be­
stimmte Konstante für das Gleichgewicht 6 wurde aus der Än­
derung der Absorptionsspektren mit der Ammoniakkonzen­
tration berechnet. Dies war möglich, weil bei grösseren 
Ammoniakkonzentrationen hauptsächlich Tetrammin- und 
Pentamminionen vorhanden sind.

Die Konstantenwerte zeigen, dass die 4 ersten Ammo­
niakmoleküle mit nahezu derselben Stärke gebunden sind, 
während das 5. Ammoniakmolekül viel lockerer gebunden 
ist. Dass das Pentamminion eine Sonderstellung einnimmt, 
zeigen auch die Absorptionsspektren der einzelnen Ainmin- 
ionen, die aus den Lichtabsorptionsmessungen mit Hilfe der 
erworbenen Kenntnisse über die Zusammensetzung der Lösun­
gen berechnet werden konnten. Für die Existenz eines Hexam- 
minions in grösseren Konzentrationen spricht nichts. Das 
Spektrum einer Lösung von Kuprinitrat in flüssigem wasser­
freiem Ammoniak (siehe Fig. 4 S. 55) fällt mit dem berech­
neten Pentamminspektrum nahe zusammen.

Löslichkeitsversuche wurden mit Kuprihydroxydnitrat 
(Gerhardtit), einigen Tetramminkuprisalzen und einem Pen­
tamminsalz ausgeführt. Die Änderung der Löslichkeit mit der 
Ammoniakkonzentration war in allen Fällen mit den ge­
fundenen Gleichgewichtskonstanten der Amminkomplexe in 
guter Übereinstimmung.

Die Ku pro am mine wurden in dieser Arbeit elektrome- 
trisch untersucht. Die benutzten Kuprosalzlösungen wurden 
aus ammoniakalischen Kuprisalzlösungen und Kupferamal­
gam hergestellt und mit einer Kupferamalgamelektrode ohne 
Luftzutritt gemessen. Bei grösseren Ammoniakkonzentra­
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tionen liegt das Gleichgewicht so stark zu Gunsten der 
Kuproammine verschoben, dass man in dieser Weise farb­
lose kupriamminfreie Kuproamminlösungen erhält. Die Mes­
sungen zeigten, dass ein Diamminkuprokomplex vorliegt, 
und dass selbst bei sehr grossen Ammoniakkonzentrationen 
(etwa 5-molar) keine Ammine mit mehr als 2 Ammoniak­
molekülen pro Kupferatom gebildet werden. Bei kleinen 
Ammoniakkonzentrationen enthalten Kupferammoniaklö­
sungen im Gleichgewicht mit Kupferamalgam sowohl Kupri- 
wie Kuproammine in analytisch bestimmbaren Mengen. 
Aus Messungen in solchen Lösungen wurde auf die Existenz 
eines Monamminkuproions geschlossen und die Konstanten 
der Gleichgewichte 7 und 8 wurden berechnet. Zu dieser 
Berechnung wurden Heinerth’s1 Werte für das Gleich­
gewicht zwischen den Kupferaquoionen in Gegenwart von 
Kupfer benutzt. Die gefundenen Kuprokonstanten zeigen, 
dass die Kuproammine viel stärker komplex sind als die 
Kupriammine.

Bei grösseren Ammoniakkonzentrationen wurden auch 
Mischungen von Kupro- und Kupriamminen mit einer Edel­
metallelektrode gemessen. Die elektrometrisch bestimmten 
Konstanten der Gleichgewichte 5, 6 und 10 sind aus diesen 
Messungen berechnet worden. Die mit verschiedenen Methoden 
bestimmten Konstanten der Gleichgewichte 5 und 6 stimmen 
sehr gut überein.

Das Gleichgewicht zwischen den Kupferammoniakkom­
plexen in Gegenwart von Kupfer verschiebt sich mit 
steigender Komplexbildung stark zu Gunsten der Kupro- 
komplexe, um sich bei grossen Ammoniakkonzentrationen, 
wo das Gleichgewicht 10 vorherrscht, nur mehr wenig zu

E. Heinerth, Zeitschr. Elektrochem. 37 (1931) 61. 
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ändern. Das Gleichgewicht wurde für eine Reihe von Am­
moniakkonzentrationen berechnet (siehe Fig. 3 S. 49) und 
für Ammoniakkonzentrationen zwischen 10“G und 10-4 
durch Kupro- und Totalkupferbestimmungen experimentell 
verifiziert.

Alle Untersuchungen wurden in 2-molaren Ammonium­
nitratlösungen vorgenommen. Die gefundenen Konstanten 
gelten also eigentlich nur für dieses Medium. Vieles deutet 
aber darauf hin, dass es erlaubt ist, die gefundenen Kom­
plexitätskonstanten auch auf verdünnte wässerige Lösungen 
anzuwenden. Auf Grund der beim Zusatz von 2 Mol Ammo­
niumnitrat veränderten Wasser- und Ammoniaktension ist 
jedoch zu erwarten, dass die 5 konsekutiven Kuprikonstan- 
ten und die 2 Kuprokonstanten in verdünnter wässeriger 
Lösung um etwa 14 °/0 kleiner sind als in 2-molarem Am­
moniumnitrat. Die angeführten Temperaturkoeffizienten der 
Gleichgewichtskonstanten wurden teils aus eigenen Mes­
sungen bei verschiedenen Temperaturen, teils aus der Litera­
tur entnommenen Warmetönungen berechnet.

Die folgenden Normalpotentiale (bezogen auf die Wasser- 
stoffnullelektrode) wurden in 2-moIarein Ammoniumnitrat 
bei 18° bestimmt:

Elektrodenreaktion

Gu (Amalg.)+ 2NH3 = Cu(NH3)2 + 0
Cu (NH3)2 + 2NH3 = Cu(NH3)”+ 0
Cu (Amalg.) + 4NH3 = Cu(NH3);’+ 2 0
Cu (Amalg.) + 2 H2O = Cu (H2O)2 + 0
Cu (Amalg.) + n H2O = Cu(H2O)"+ 2 0

Normalpotential 
in Volt

— 0,1080 (direkt)
— 0,0007 (direkt)
— 0,0544 (indirekt)

0,5192 (indirekt)
0,3304 (direkt)
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Nach einem Vorschlag von Prof. Weigert wurde es 
versucht Lichtabsorptionsmessungen an in gewöhnlichen 
Glasröhren eingeschmolzenen Flüssigkeiten auszuführen. 
Dies machte keine Schwierigkeiten. Es genügt, ein Glas­
rohr mit der eingeschmolzenen Lösung in einer Küvette mit 
dem Lösungsmittel auzubringen und das Licht senkrecht 
zum Rohr durch die Lösung zu schicken (s. S. 57). In 
dieser Weise wurde die Absorptionskurve des Kuprinitrats 
in flüssigem Ammoniak bestimmt.

Diese Arbeit wurde im physikalisch-chemischen Institut 
der Universität (eleklrometrische Messungen) und im che­
mischen Laboratorium der technischen Hochschule (Licht­
absorptionsmessungen) ausgeführt. Ich möchte gerne an 
dieser Stelle den Leitern dieser Laboratorien, Herrn Prof. 
Dr. J. N. Brönsted und Herrn Prof. Dr. J. A. Christian­
sen, die mir Platz und Material zur Verfügung gestellt haben, 
meinen herzlichsten Dank bringen.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 15. 5
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I. Introduction.

In 1906 Raschig1 discovered that hydrazine was formed 
in die reaction of ammonia with sodium hypochlorite, 

and that the hydrazine yield could be increased by increas­
ing the excess of ammonia, by a rapid heating as soon as 
the agents were mixed, and especially by an addition of 
glue, or porteins in general, and by different sugars.

The reaction of ammonia with hypochlorite had been 
investigated previously by many authors2, and it had been 
observed, that the main product of the reaction is nitrogen. 
But the mixed, cold solution of the agents also contained 
traces of a substance, which was able to liberate iodine 
from potassium iodide, while on heating traces of a power­
full reducing agent were formed.

Raschig (1. c.) assumed the oxidizing agent to be mono­
chloroamine, and proved the reducing agent to be hydra­
zine. He did not, however, succeed in preparing monocliloro- 
amine in the pure state.

He has further investigated the reactions of monochloro-

1 C. B. 1908 I, 427, 1957; B. 40 (1907) 2065; Chem. Ztg. 31 (1907) 
926; Z. angew. Chem. 20 (1907) 2065.

2 Soubeiran: Ann. Chiin. Phys. 48 (1831) 141. Schönbein: Jour, prakt. 
Chem. 84 (1861) 385. Lunge & Schoch: B. 20 (1887) 1447. Cross & Bevan: 
Proc. Chem. Soc. 1890, 22. Armstrong: Proc. Chem. Soc. 1890, 24. Thiele: 
Ann. 273 (1893) 160.
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amine in aqueous solution with ammonia and with sodium 
hydroxide. With ammonia the main products of the reaction 
are nitrogen and ammonium chloride, but simultaneously 
some hydrazine and traces of azoimide are formed. In the 
reaction with sodium hydroxide nitrogen, sodium chloride, 
ammonia and traces of azoimide are formed. From these 
facts he assumes1 2, that imide or triimide is formed as an 
intermediate product, and that the azoimide is a product 
of the reaction between monocliloroamine and triimide.

1 Raschig: Schwefel und Stickstoffstudien. Leipzig 1924, page 60. 
This will in the following be quoted as S & S.

2 B. 56 (1923) 1322.

Marckwald & Wille" have in general confirmed these 
investigations on monocliloroamine. They succeded in pre­
paring monocliloroamine in the pure state and were able 
to show, that in aqueous solution this substance is hydro­
lysed to some extend into ammonia and hypochlorous acid. 
This discovery, as it will be shown in the following, appears 
to be of much value for the understanding of the hydrazine 
synthesis.

When no glue, gelatine or sugar is present in the 
reaction of ammonia with hypochlorite, it appears, accord­
ing to Rasch io (1. c.), that the hydrazine yield is very 
varying. He discovers that the reaction, in which mono­
chloramine is destroyed with evolution of nitrogen, is cata­
lyzed by small quantities of such metals as iron, copper, 
lead, but especially cobalt. He illustrates this by adding a 
drop of a concentrated solution of a copper salt to the reac­
tion mixture, which usually (in the presence of gelatine and 
no copper salt) gives hydrazine yields of 40—50 % of 
the hypochlorite.

Originally Raschig (1. c.) explained the activity of glue, 
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gelatine, sugar etc. due to the fact, that these substances 
increase the viscosity of the solution. This explanation was 
strongly criticised by Luther1 and Bredig2. In S & S (page 
62 and the following) Raschig’s point of view has changed, 
and he seems to believe, that these substances are able to 
increase the stability of the assumed, intermediate compound 
imide. He has further discovered that the presence of a 
strong base, such as sodium hydroxide, is necessary for the 
production of hydrazine from ammonia and hypochlorite, 
and now assumes the reaction to take place in such a 
manner, that one molecule of each of ammonia, hypochlorite 
and sodium hydroxide react to form hydrazine, sodium 
chloride and water.3

To prove the formation of imide as an intermediate 
product, Raschig4 attempts to prepare this substance by 
other methods, but does not succeed.

Smith5 has obtained imide as an intermediate product 
in the decomposition of azoimide by the action of cool, 
cone, sulphuric acid. In aqueous solution, however, the 
imide unites with water forming hydroxylamine, and in 
solutions with organic solvents it generally reacts with these.

Joyner6 has investigated the variation of the hydrazine 
yield with variations in the concentrations of ammonia, 
hypochlorite and gelatine. The action of gelatine is propor­
tional to its concentration to a certain limit, above which the 
action remains practically constant independent of a further 
increase. It is emphazised, that with no gelatine present

1 Z. angew. Chem. 19 (1906) 2049.
2 Z. angew. Chem. 19 (1906) 1985.
3 S & S page 62 and following pages.
4 S & S page 75 and following pages. See also Raschig: Z. angew. 

Chem. 23 (1910) 972 and Thiele: Ann. 271 (1882) 127.
5 Z. angew. Chem. 36 (1923) 511. B. 57 (1923) 704.
6 J. Chem. Soc. 123 (1923) 1114.
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in the reaction mixture, the ammonia which is used must 
be very pure, and even then the hydrazine yield is very 
eratic, varying from 1 to 15 % of the hypochlorite. Il is 
further proved that the action of glue is not due to a 
complex formation with monochloramine, and that the 
reaction mixture must contain hydroxyl ions within a cer­
tain range of concentrations.

Other authors1 have investigated the hydrazine synthesis, 
but it should only be mentioned that, after this investigation 
was finished, Bodenstein2 has published two papers dealing 
with monochloramine and hydrazine. The results are in 
all essential in agreement with the results of this investi­
gation, and they will be taken up for discussion the in 
following.o

II. Experimental.
1. Introduction.

From the results of Raschig and other authors one 
seems forced to assume, that the action of glue, gelatine, 
sugar etc. in the hydrazine synthesis must be due to a 
reaction in which these substances unite with or destroy 
a positive catalyst, i.e. a catalyst which accelerates reactions 
giving rise to the formation of nitrogen on the expence of 
monochloramine.

That the hydrazine yield may be fair, when the reaction 
mixture is heated immediately after the mixing of ammonia 
and hypochlorite, while it is very small if the reaction is 
allowed to take place at ordinary temperature, is a fact

1 Orelkin, Chlopin & Tschermaev: J. Russ. Phys. Chem. Gess. 49 
(1917) 82; C. B. 1923, III, 1544. Putochin: Arbeiten aus d. Inst. f. chem. 
reine Reagenzien (russ.) Lief. 2 (1923) 50; C. B. 1924, II, 1569.

2 Z. phys. Chem., Abt. A, 139 (1928) 397; Z. phys. Chem., Abt. A, 
137 (1928) 131.
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which agrees very well with the theory of a positive 
catalyst. As a rule, catalytic reactions have a considerably 
smaller temperature coefficient than other reactions.

The reaction occurs in alkaline solution, and when the 
substances active in increasing the hydrazine yield are 
reviewed — glycerol, the sugars (glucose, mannite, cane 
sugar), the proteins (gelatine, glue, casein) — it seems very 
probable that the catalyticly active substance must be copper 
ions. All of the mentioned substances are able to unite 
with copper ions to form more or less stable complex 
compounds.

Copper ions are able to act as a powerful catalytic 
agent in many different reactions and especially in many 
redox-processes.

Titoff1 has shown that copper ions catalyze the oxid­
ation of sodium sulphite by the action of the atmospheric 
oxygen. A copper sulphate concentration of 10“12 molar is 
sufficient to effect a considerable increase in the oxidation 
velocity. He has also shown that mannite, ammonia, stannic 
chloride and potassium cyanide counteract copper ions, 
since these substances are able to unite with copper ions 
to form stable complex compounds.2

Raschig 3 has pointed out that small quantities of copper, 
lead, iron, nickel, mercury and especially cobalt have an 
unfavourable action, and he illustrates this by adding one 
drop of a concentrated solution of copper sulphate to a 
reaction mixture containing no gelatine. But Raschig has

1 Z. phys. Chem. 45 (1903) 64.
2 See also: Thatcher: Z. phys. Chem. 47 (1904) 64; Schönbein: J. 

prakt. Chem. 84 (1861) 385; Loew: J. prakt. Chem. (N. F.) 18 (1878) 298; 
Kappel: Arch. d. Pharm. (3), 20 (1882) 568; Traube & Biltz: B. 37 (1904) 
3130; B. 39 (1906) 166; Meyer: B. 35 (1902) 3952.

3 For instance S & S page 65.
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not seen, that the action of glue is due to the fact that 
this substance unites with the positive catalyst.

The guiding idea of the first part of this experimental 
work lias been, that the reason why the hydrazine yield 
is very varying and small (when no glue or gelatine has 
been added), is a trace of copper ions present in the ammo­
nia, the sodium hydroxide and the distilled water which 
are used in the process. The first problem, therefore, would 
be to purify these substances for a presumed content of 
copper and apply the purified substances in Raschig’s syn­
thesis. Further, to observe the action of minute quantities 
of copper, and finally to investigate the action of a simul­
taneous addition of a copper salt and one of these substances 
which are able to increase the hydrazine yield.

2. Analytical Methods.

Stolle’s1 method has been used in the titration of 
hydrazine. Here the hydrazine is titrated by means of an 
iodine solution in the precence of sodium bicarbonate. Starch 
is used as indicator and the addition of iodine must be 
continued until the solution is slightly purple and does 
not change its colour on shaking. The titration must take 
place immediately after the addition of sodium bicarbonate, 
since hydrazine in an alkaline solution is oxvdized rapidly 
by the oxygen of the air. Ammonium salts do not effect 
the titration. The method has been recommended by many 
authors2, and in the writers experience it is absolutely reli-

1 J. prakt. Chem. GG (1902) 332.
2 Sommer: Z. anorg. Chem. 83 (1913) 119; Oliveri-Mandala : Gazz. 

Chim. Ital. 51, II (1921), 201; Raschig: 1. c. ; Joyner: 1. c. ; Bray & Guy: 
J. Amer. Chem. Soc. 4G (1924) 863; Kolthoff: J. Amer. Cliem. Soc. 4G 
(1924), 2010.
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able, when the titration is always made in the same volume 
of boiled water (50 ccs.), with the same quantity (3 grams) 
of sodium bicarbonate, and when the addition of iodine 
takes place rather slowly near the endpoint.

The iodine solution was standardized by means of a 
standardized sodium thiosulphate solution, the normality 
of which was determined from time to time by means of 
pure potassium dichromate.

The sodium hypochlorite solutions were titrated by 
means of a standardized solution of sodium arsenite1. Un­
fortunately this solution does not keep, but has to be 
standardized from time to time by means of the iodine 
solution.

The ammonia solutions were diluted, and a known 
fraction taken out for titration with a standardized solution 
of hydrochloric acid and methyl red as indicator.

3. Preliminary experiment.

The ammonia solution for these experiments was pure, 
commercial ammonia with a specific gravity 0.91. The 
ammonia concentration is 13.23 N.

The sodium hypochlorite solution was prepared (by 
the method stated by Raschig (1. c.)) from Merch’s so­
dium hydroxide No. I (pure) and chlorine prepared from 
manganese dioxide, sodium chloride and sulphuric acid. 
The method is rather slow and the chlorine discharging 
tube, which dips down in the alkaline solution, often clogs 
up (NaCl).

A number of experiments were made with a 0.960 molar 
solution of sodium hypochlorite and the above mentioned

1 Lunge-Berl: Chemisch-technische Untersuchungsmethoden. Vol. I, 
140, 508. (3 Aufl.)
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ammonia solution; but with no gelatine in the reaction 
mixture no hydrazine was formed, even with ammonia in 
great excess. When a solution of 1 grame of gelatine in 
10 ccs. of water was added to the ammonia before the 
addition of sodium hypochlorite, hydrazine yields of 40—41% 
(of the hypochlorite) could be obtained.

It appeared from these experiments that very pure solu­
tions were necessary, if the reaction should be investigated 
in solutions which contained no gelatine.

4. Preparation of pure chemicals.

The waler. Since a trace of alkali in the water is of 
no importance, the distilled water of the department was 
redistilled in a glass still of 3 litres capacity. The still and 
the receiver was steamed for a long time before the destil­
lation and the first 3—400 ccs. were not collected.

The ammonia solution. This was prepared by satu­
ration of redistilled water with pure ammonia obtained by 
heating a cone., commercial ammonia solution with potas­
sium permanganate in a flask of 3 litres capacity fitted 
with reflux condenser. The current of ammonia was washed 
by passing through a pure, saturated ammonia solution.

The sodium hypochlorite solution. This solution 
is the weak point in the scheme, as it is very difficult to 
purify sodium hydroxide. To prepare the hypochlorite by 
electrolysis is not possible, since the concentration should 
be about 1 molar1. Metallic sodium could be distilled in 
vacuo and the hydroxide made from this, but this method 
was kept as the last refuge.

The solution, therefore, was made from redistilled water

1 See Forster & Müller: Z. f. Elektrochem. 8 (190*2) 8; Denso: 
Z. f. Elektrochem. 8 (1902) 147.
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and Merck’s Natrium hydricum purissimum (e Natrio). 
This is completely up to the standards given by Murray1, 
and the content of heavy metals, therefore, should be less 
than 0.0004—0 0005 %. Chlorine, made from potassium 
permanganate and hydrochloric acid2 and carefully washed, 
was passed into the ice-cold sodium hydroxide solution, 
which was stirred rapidly by means of a glass stirring rod 
rotating in bearings of paraffined cork (to avoid contam­
ination with metallic dust). The entire apparatus was 
steamed before the preparation, and the sodium hydroxide 
was cooled with ice during the process. In this manner 
sodium hypochlorite solutions were made containing one 
grammolecule of sodium hypochlorite and about 0.2 gram- 
molecule of sodium hydroxide per litre. Such solutions 
are very stable, and even at room temperature the hypo­
chlorite content does not decrease more than about 3% per 
month. Usually 6 litres were made in one operation, and 
the solution was standardized as previously mentioned.

5. Experiments with pure substances.

The solutions were a 13.43 molar solution of ammonia 
and a 0.775 molar solution of sodium hypochlorite. Five 
different beakers of Jena resistance glass were used and 
they were carefully cleaned, rinsed with ordinary distilled 
water and finally with redistilled water. The volumes of 
the solutions were measured by means of two measuring 
cylinders, the same in the different experiments.

200 ccs. of the ammonia solution were placed in one of 
the beakers and 200 ccs. of the hypochlorite solution added.

1 Standards and Tests for Reagent Chemicals, N. Y. 1920 page 320.
2 Graebe: B. 35 (1902) 43.
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The beaker was placed on an iron wire gauze and the 
content rapidly heated to boiling by means of a powerful 
Teclu burner. The boiling was continued until no odour 
of ammonia could be detected, and the reaction mixture 
was then cooled down to 15—16° by means of tap water. 
After acidifying the solution with sulphuric acid it was 
transferred to a measuring flask and made up to a known 
volume with boiled water. By means of a pipette a known 
volume of the solution was taken out and the hydrazine 
content titrated with iodine. The results of the first experi­
ment in each one of the five beakers are given in table I. 
No gelatine was added in any of the experiments.

In table I and the following tables V is the volume of 
the entire solution before the titration. T is the volume 
taken out for titration. I2 is the volume of standardized 
iodine solution (of the stated normality) which has been 
used in the titration of T ccs. of the hydrazine solution. 
The yield of hydrazine is calculated in percentage of the 
hypochlorite.

In some of the experiments the hydrazine yields are 
considerably higher than any obtained by .Joyner (1. c.)>

Table I.

0.775 M. NaOCl 13.4 M. NH3
NaOCl NH3 V T I2.O.O8OI5 N. Il4 Nt2

c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs 7o
200 200 1000 50 94.86 25.0
200 200 500 10 11.78 7.6
200 200 500 10 43.95 28.4
200 200 1000 10 12.35 16.0
200 200 500 10 37.51 25.3

when no gelatine is added. The yields, however, are very 
eratic and seem to vary with some unknown property of 
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the beaker as the other experimental conditions are almost 
identical.

To observe the effect of gelatine experiments were made 
in the same manner as above, only 10 ccs. of a 10 % gela­
tine solution were added to the ammonia before the hypo­
chlorite solution. The beakers were three new, never used 
Jena beakers, which has been washed and rinsed as 
above. The results are given in table II, and they are as 
constant as it might be expected, when it is difficult to 
produce exactly the same conditions in the different expe­
riments.

Table II.

0.775 M. NaOCl 13.4 M. nh3
NaOCl nh3 G.10°/o V T Io.0.08015 N. n2h4

c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs °/o
200 200 10 1000 10 33.94 44.0
200 200 10 1000 10 33.44 43.3
200 200 10 1000 10 34.20 44.2

Since the results in table vary with, as it seems,
some unknown properties of the beakers, a series of experi­
ments was made with one and the same beaker and mea­
suring cylinders. These vessels were carefully cleaned and 
steamed for about half an hour before each experiment, 
and these were made as above with no gelatine. The 
results are given in table III. In some of the experiments 
the ammonia solution was diluted with redistilled water 
before the addition of the hypochlorite solution. The volume 
of water added is stated in the table (column II2O).

The result of the three first experiments are fairly con­
stant. It appears that on dilution the hydrazine yield in­
creases a little, and that an increase in the excess of 
ammonia produces an increase in the hydrazine yield.
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Table III.

0.775 M. NaOCl 13.4 M. NH3
NaOCl nh3 h2o V T I2.0.08015 N. n2h4

c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs 7o
20(1 200 0 1000 10 26.07 33.7
200 200 0 1000 10 26.40 34.2
200 200 0 1000 10 26.09 33.8
200 200 200 1000 10 30.24 39.1
too 200 100 1000 20 35.44 45.8

For comparison three experiments were made with the 
same vessels treated in the same manner, but with an
addition of 10 ccs. of a 10 °/0 gelatine solution. The results
are given in table IV.

Tablej IV.

0.775 M. NaOCl 13.4 M ■ NH3
NaOCl nh3 G.10% V T I2.0.08015 N. N2H4

c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs 0//o
200 200 10 1000 10 38.70 50.0
200 200 10 1000 10 36.80 46.7
200 200 10 1000 10 37.00 47.7

The results are fairly constant even if the yield in the
first experiment of some unknown reason is slightly higher 
than the following.

It was of interest to see if it was possible to get better 
hydrazine yields in vessels of another material than glass, 
and a quartz flask, with a capacity of about 60 ccs. up to 
the beginning of the neck, was used in these experiments.

For the sake of comparison a series of experiments 
was made in a Jena flask of the same capacity. This flask, 
which had never been used, was boiled with hydrochloric 
acid, with redistilled water, rinsed several times with redi­
stilled water and finally steamed for 20 min. The measur­
ing cylinders and the flask were steamed as usual between
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the experiments, which were made as usual. The result
are given in table V.

Tabl e V.

0.775 M. NaOCl 13.4 M. nh3
NaOCl NH3 H2O V T 1[2-0.08015 N. N2H4

c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs °/o

10 10 0 entire volume 1.40 0.29
10 10 0 200 25 15.45 31.9
10 10 0 200 25 15.85 32.8
10 10 0 200 25 16.40 33.9
10 10 0 200 25 16.30 33.5
10 10 10 200 25 16.50 34.3

It is obvious that a steaming is necessary, and that it 
must be very thorough, as the hydrazine yield is very poor 
even after a steaming for 20 min.

Corresponding experiments made in the quartz flask 
are given in the table VI. The flask was not steamed 
previous to the first experiment, but only boiled with 
hydrochloric acid and rinsed with redistilled water. Together 
with the measuring cylinders the flask was steamed for 
20 min. between the experiments.

Table VI.

Experiments in a quartz flask. 
0.775 M. NaOCl 13.4 M. NH3

NaOCl nh3 V T I.20.08015 N. n2h4
c.cs c.cs c.cs c.cs c.cs °/o
11 11 entire vol. titrated 70.78 17.1
10 10 100 10 13.68 35.4
10 10 200 25 17.20 35.6
10 10 200 25 18.50 38.2
10 10 200 25 18.00 37.2
10 10 200 25 18.20 37.6
10 10 200 25 15.85 33.0

1 In this experiment the flask had been placed for 24 hours under an inverted 
beaker after the steaming.
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The table shows, that also when a quartz vessel is 
used, a steaming increases the hydrazine yield, and the 
agreement of the later experiments in the series is as good 
as it might be expected.

These yields of 37—38 % of hydrazine (and with a 
greater excess of ammonia about 46 °/0), obtained only by 
carefully purifying the reagents and the reaction vessels, 
show clearly, that it must be very small quantities of im­
purities which cause a catalytic decomposition of the 
monochloramine or an oxidation of the hydrazine, and it 
would now be of interest to tind what substances are active.

After this had been written, Bodenstein (1. c.) has in­
vestigated the formation of hydrazine from monochloramine 
and ammonia. He states that a complete purification of 
the water does not change the hydrazine yield. The writer 
cannot agree with this (see also Joyner (1. c.)). In experi­
ments with ordinary distilled water and no gelatine the 
hydrazine yields are very poor, while on purification of 
the water, the aqueous ammonia solution and by a very 
thorough steaming of the reaction vessel, hydrazine yields 
of 37—38 °/o of the hypochlorite are obtained. That the 
hydrazine yield, even when gelatine is added, does not 
approach 100 °/o is due to certain reactions, which should 
be discussed later.

6. Experiments with a cupric salt in the 
reaction mixture.

The copper sulphate solution was made by weighing 
out the pure, crystalline salt, and this was obtained by 
recrystallization of Kahlbaum’s cupric sulphate for analysis. 
Exactly 0.2500 g. of the pure salt was weighed out and 
made up to 1000 ccs. with redistilled water in a steamed 
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volumetric flask. The solution is 1 X 10 3 molar. From 
this a 1 X 10 6 molar solution was prepared by making up 
1 cc. to 1000 ccs. with redistilled water and, further, a 
5 X 10—6 molar solution by making up 1 cc. to 200 ccs.

The experiments were made as follows: 10 ccs. of the 
ammonia solution were placed in the cleaned and steamed 
quartz flask, cupric salt solution and water (column H2O 
in table VII) were added, making the volume up to 20 ccs., 
and finally the reaction was started by adding 10 ccs. of 
the hypochlorite solution. The mixture was heated to boiling 
as quickly as possible and kept boiling, until no odour 
of ammonia could be observed. The hydrazine yield was 
estimated as before.

The results are given in table VII, and they are made

Table VII.

2 Control experiments.
2Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII. 16.

NaOCl = 0.768 molar. NH3 = 13.2 molar.

NaOCl
CCS.

nh3
CCS.

h2o
CCS.

1(T3
molar

CCS.

10“6 

molar 

CCS.

Cone, of
CuSO4 
molar

V T
I2.

0.08015 N.

CCS.

Hydra­

zine

7o

10 10 10 0 0 0 200 25 18.10 37.80
10 10 10 0 0 0 200 25 18.40 38.40
10 10 9 1 0 3.33 X l(r5 200 25 0 O1
10 10 9 0 1 3.33X10"8 200 25 13.20 27.25
10 10 10 0 0 0 200 25 16.32 34.262
10 10 5 0 5 16.7x10-8 200 25 9.95 20.76
10 10 0 0 10 33.3X10-8 200 50 9.08 9.47

Í 104-10 ccs. of 5X 10-61
10 166 X10-8 200 50 1.94 2.02I molar CuSO 4 /
10 10 10 0 0 0 200 25 15.22 31.732
10 10 10 0 0 0 200 25 17.58 36.562
10 10 10 0 0 0 200 25 18.50 38.612

1 Nitrite is formed in the solution.
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in the stated order. As it may be seen from the table, the 
effect of the copper salt is considerable, even when the con­
centration is not more than 3.3 X 10—8 molar. The experi­
ments, however, do not give a completely correct picture 
of the action, as the series has been started with a com­
paratively high copper salt concentration (3.3 X IO“5 molar), 
after which experiments with less copper have been made. 
But a cleaning and 20 minutes steaming of the quartz flask 
between the experiments are not enough to remove the last 
trace of copper. This may be seen from the control experi­
ment in the middle and the three experiments in the end 
of the series. First in the last one of the experiments the 
hydrazine yield is the same, as the yields obtained in a 
perfectly clean quartz flask.

In the solution containing copper sulphate to a concen­
tration of 3.3 X IO-5 molar considerable quantities of a nitrite 
are formed. The copper salt, therefore, must catalyze such 
reactions, in which ammonia is oxidized to nitrite by the 
action of a hypochlorite or monochloramine.

It appears that very minute traces of copper have an 
effect of decreasing the hydrazine yield strongly, and it is 
of interest to observe, if such substances, which produce 
an increase in the hydrazine yield, when ordinary chemicals 
are used, are able to prevent the hydrazine destruction, when 
they are added to the reaction mixture together with copper 
salts.

In such experiments, with copper salt and gelatine simul­
taneously in the reaction mixture, it appeared impossible 
to use the quartz flask, as the reaction mixture foamed out. 
A quartz beaker of 200 ccs. capacity was used, and it was 
cleaned and steamed carefully. The experiments were made 
as before, and the vessels cleaned and steamed carefully 
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between the experiments. The results are given in table VIII. 
The gelatine solution was made by dissolving 0.5 grams of 
gelatine in 100 ccs. of redistilled water, and column “G” 
in the table states, how much of this solution was added 
to the ammonia in the individual experiments. The copper 
sulphate solutions were the same as in the previous experi­
ments. But, since such dilute copper salt solutions rapidly 
change their concentration (this fact was not clear to the 
writer, when the experiments were made), the experiments 
in table VIII cannot be compared with the experiments in 
table VII, but they may be compared mutually. The experi­
ments are performed in the order of the table.

It may be seen from the table, that the hydrazine yields 
obtained in the quartz beaker are not as high, as the yields 
obtained in the quartz flask. This may be due to the

Table VIII.

CuSO4 CuSO4

NaOCl = 0.750 molar NH3 = 13.2 molar

NaOCl
CCS.

nh3 h2o
CCS. CCS.

about
5X10“5
molar

about 
IX IO“3
molar

G
CCS.

V
CCS.

T
CCS.

I2.
0.08015N.

Hydra­
zine
7o

CuSO4 
cone, 
about

CCS. CCS.

10 10 0 0 0 10 200 25 20.40 43.6 0
10 10 0 0 0 10 200 25 20.20 43.2 0
10 10 10 0 0 0 200 25 14.1 30.1 0
10 10 5 0 0 5 200 25 20.90 44.7 0
10 10 0 5 0 5 200 25 21.24 45.4 8.3xl0~7m.
10 10 5 0 0 5 200 25 21.55 46.1 0
10 10 10 0 0 0 200 25 15.28 32.6 0
10 10 5 5 0 0 200 25 7.58 16.2 8.3X10-7 m.
10 10 4 0 1 5 200 25 17.15 36.6 3.33X10-® m
10 10 10 0 0 0 200 25 15.89 33.96 0

x10 10 9 0 1 0 200 25 0 0 3.33X IO“5 m

2*
Nitrite is here formed in large quantities.
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easier admittance of the air to the reaction mixture in the 
beaker.1

The experiments show clearly how gelatine is able to 
“neutralize” the destructive action of the cupric salt. With 
no gelatine and a copper salt concentration of 3.33 X 10~5 
molar not the slightest trace of hydrazine is formed, but 
the solution contains nitrite in large quantities. However, 
if the solution simultaneously contains 0.025 gram of gelatine 
in 30 ccs., a hydrazine yield of more than 36 % of the hypo­
chlorite is produced.

These experiments, therefore, confirm the hypothesis, 
that the catalytic action of minute traces of copper is 
the reason why the hydrazin yields are poor, when ordi­
nary chemicals are used, and no gelatine is added.

It is not possible, however, to obtain a yield of almost 
100 °/0 of the hypochlorite in form of hydrazine, even 
when pure chemicals are used, and even when gelatine is 
added, but this fact depends upon circumstances, which 
should be discussed later.

7. The variation of the hydrazine yield with the 
concentration of copper salt.

The copper salt solution was prepared as before by 
dissolving 0.2500 gram of copper sulphate (twice recry­
stallized from redistilled water) in redistilled water and 
making up the volume to 1000 ccs. in a steamed volume­
tric flask. From this solution more dilute solutions were 
made by dilution. However, as such dilute solutions are 
not stable, they were used immediately after the preparation.

In all these experiments a Jena beaker of 800 ccs.

See Guy & Bray: .1. Amer. Chem. Soc. 46 (1924) 1786. 
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capacity was used. It was cleaned by boiling with nitric 
acid, with water, with pure, aqueous ammonia and finally 
with redistilled water, and after this it was steamed for 
an hour. Also the measuring cylinders were carefully clea­
ned and steamed for an hour.

100 ccs. of the ammonia solution were placed in the 
beaker together with 100 ccs. of a copper sulphate solution 
of the desired concentration. Finally 100 ccs. of the hypo­
chlorite solution were added, the mixture rapidly heated 
to boiling and boiled, until no odour of ammonia could 
be observed. The results are stated in table IX and in the 
graph figure 1.

Table IX.

NaOCl = 0.850 molar. NH3 = 13.3 N.

NaOCl
CCS.

nh3
CCS.

h2o
CCS.

CuSO4 sol.
5X10"6 
molar 

CCS.

Cone, of
CuSO4 
molar

V T

I2.
0.1088 N.

CCS.

Hydra­
zine

°/o

100 100 100 0 0 1000 25 26.25 33.59
too 100 100 0 0 1000 25 27.13 34.70
100 100 100 0 0 1000 25 27.50 35.18
100 100 100 0 0 1000 25 28.01 35.84
100 100 100 0 0 1000 25 28.10 35.95
100 100 100 0 0 1000 25 28.00 35.83
100 100 97 3 o.5xio~7 500 10 18.74 29.97
100 100 97 3 0.5 X10-7 500 10 19.00 30.39
100 100 94 6 1X10-7 500 25 43.18 27.6
100 100 94 6 1X10-7 500 25 42.80 27.2
100 100 88 12 2X10-7 500 25 33.60 21.5
100 100 82 18 3x10-7 500 25 25.70 16.4
100 100 82 18 3X10-7 '500 25 25.05 16.0
100 100 73 27 4.5X10-7 500 25 16.80 10.8
100 100 64 36 6X10-7 500 25 9.70 6.21
100 100 50 50 8.3X10-7 500 25 4.80 3.71
100 100 0 100 16.6X10-7 500 50 0.60 0.19
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Table X.
c 1X10”7 k = (1.113X10' c = 6X10-" k = 0.12/X 107

2 0.106 8 0.118
3 0.113 12 0.101

1 0.116 16 0.127
5 0.123 Average of k = 0.116X107

It may be seen from tbe graph, that the action of the 
copper salt apparently is not proportional to its concen­
tration. Now it must be assumed, that the catalytic action 
of copper salts is due to free copper ions. This seems 
obvious, as substances, which are able to form stable com­
plex compounds with copper ions, are also able to “neu­
tralize” the action of copper salts in Raschig’s hydrazine 
synthesis.

Copper ions unite with ammonia to form complex ions 
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of the type Cu(NH3)++, with n having values from one to 

six1 depending upon the concentrations, but, as the ammo­
nia concentration in the experiments of table IX is great, 
immensity greater than the copper salt concentrations, and 
the same in all the experiments, an action, which is pro­
portional to the copper ion concentration, should here also 
be proportional to the total concentration of the cupric 
salt, but this, apparently, is not the case.

However, it appears that the curve for the hydrazine 
yield at different copper salt concentrations may be ex­
pressed fairly well by the empirical equation:

In this equation c is the total copper salt concentration, 
a is the yield of hydrazine, when no copper salt is added, 
and X is the decrease in the hydrazine yield for the cop­
per salt concentration c. Further, k is a constant, which is, on 
an average, 0.116-IO7.

When a is put equal to 35 °/o, the values of k have 
been calculated from the points of a smooth curve through 
the average position. They are given in table X.

Considering the difficulties in obtaining very accurate 
results, the values of k may be considered satisfactory.

The equation, as mentioned, is empirical, but it may 
be used to support a simple theoretical investigation.

If it may be assumed, that the hydrazine is formed in 
a reaction, which has a comparatively great reaction velocity 
(the ammonia concentration is very great), and that the 
velocity of the hydrazine decomposition is proportional to

1 See Jannik Bjerrum: Det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. math.-fys. 
Medd. XI, 10.
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the hydrazine concentration and to the copper ion concen­
tration in the solution at any moment, the equation for the 
velocity of the hydrazine destruction may be written:

~ = Cc-(a-x),

c being the copper ion concentration, a the maximum con­
centration of hydrazine, x the destroyed quantity and C a 
constant. This equation gives on integration:

, a In------- = C • c • t.a — x

If it may be assumed, that the time expired, from the 
start of the experiment to the moment the reaction mixture 
is cooled, is the same in each experiment (this is true with 
great approximation), then the value of t is the same for 
the entire series of experiments in table IX, and the equa­
tion above, therefore, may be written:

log a = K • c .
a — x

Here K is a constant, and the other symbols indicate the 
same as before. This equation, however, has exactly the 
same form as the empirical equation, which has been found 
from the experiments.

This fact seems to indicate, at least to a certain extent, 
the assumptions are correct, but this will be discussed in 
a following part of the paper.

7 . Su m mary.

It has been shown:
1).  That on using pure water, pure chemicals, and 

carefully cleaned reaction vessels, it is possible to obtain 
hydrazine yields up to about 46 % of the hypochlorite in 
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Raschig’s hydrazine synthesis, even when no gelatine is 
added.

2) . That copper salts, added to the reaction mixture, 
have a powerful ability to decrease the hydrazine yield. 
With a copper salt concentration of 1.66 • 10-6 molar 
only a trace of hydrazine is observed. With more copper 
salt nitrite is formed.

3) . That gelatine is able powerfully to reduce the 
catalytic action of copper salts, and that the role of gela­
tine in Raschig’s hydrazine synthesis, therefore, seems to 
be to unite, forming complex compounds, with traces of 
copper ions present as impurities in the water and the 
chemicals, thus anihilating their action.

4) . That hydrazine seems to be formed in a rapid but 
incomplete reaction from ammonia and sodium hypochlo­
rite (or monochloramine), and that the hydrazine is then 
oxidized, more or less, by the remaining hypochlorite (or 
monochloramine). It is this oxidation, which is strongly 
catalyzed by copper salts.

II.
The Action of Salts of other Metals than Copper. The Action 
of other “Negative Catalysts” than Gelatine. The Azoimide 

Formation and the Gaseous Reaction Products.

1. Introduction.

In a previous part of this paper has been shown, that 
a minute trace of a copper salt is able to destroy the 
hydrazine yield in Raschig’s hydrazine synthesis, when no 
gelatine has been added.

It is possible, however, that salts of other metals would 
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be able to act in the same manner, and Raschig1 has 
stated, that a trace of a cobalt salt, added to the ammonia - 
hypochlorite mixture, produces a violent, catalytic decom­
position, in which nitrogen is evolved. The action of salts 
of such ordinary metals, which are able to occur with two 
valencies, should, therefore, be investigated.

2. The action of salts of other metals than copper.

The experiments were made with very pure chemicals, 
prepared as mentioned in the previous part of the paper, 
and with the measuring cylinders and reaction vessels cleaned 
and steamed just before the experiment. The experiments 
were made in this manner, that 100 ccs. of the very pure 
ammonia (13.3 N.) were placed in a carefully cleaned and 
steamed beaker of 800 ccs. capacity, to this 100 ccs. of the 
salt solution of the desired concentration were added and 
finally 100 ccs. of the sodium hypochlorite solution (0.850 
molar). The reaction mixture was now rapidly heated to 
boiling and boiled, until the excess of ammonia had been 
removed. The hydrazine yield was titrated in the same 
manner as before. From 100ccs. of pure ammonia, 100ccs. 
of pure water and 100 ccs. of sodium hypochlorite it is 
possible to obtain a hydrazine yield of from 34 °/o to 36 °/o 
of the hypochlorite.

In a series of experiments it appeared, that with a cobalt 
salt concentration of 3.3- 10 4 molar in the reaction mixture, 
the hydrazine yields which could be obtained were about 34 %. 
But it has been shown earlier, that with a copper salt concen­
tration of this value not a trace of hydrazine is formed. The 
formation of a trace of hydrazine may just be observed, when

B. 40 (1907) 2065. 
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the copper salt concentration is 1.66- 1() 6 molar. The action 
of cobalt salts, therefore, is of no interest in this connection.

It also appeared, that manganese salts up to a concen­
tration of 3.310-4 molar had not the slightest influence 
with the hydrazine yield, and the same was the case on 
addition of lead salts (of divalent lead). In all cases hydra­
zine yields of about 35 % of the hypochlorite were obtained.

On addition of a nickel salt to a concentration of 3.3-10-4 
molar, the hydrazine yield dropped to 18%. But after re­
crystallization of the nickel salt twice from redistilled water, 
the drop in the hydrazine yield was only from 35 % to 28,2%. 
This seems to indicate, that the nickel salt contained an im­
purity (probably a trace of a copper salt), and this may not 
have been removed completely by two recrystallizations.

On addition of a ferric salt in various concentrations it 
appeared, that it had some effect in decreasing the hydra­
zine yield, but to a much smaller degree than copper salts. 
With a ferric salt concentration of 3.3- IO4 molar the hydra­
zine yields were about 10 %, and the action of a copper 
salt, thus, is about 1000 times greater.

In certain cases it has appeared, that an iron salt may 
increase the catalytic action of a copper salt and vice versa1. 
But in a series of experiments, with simultaneous addition 
of copper sulphate and ferric chloride, it was found, that 
the catalytic action was approximately what might be 
expected by taking the sum of the action of the copper 
salt and action of the ferric salt.

From these experiments it must be concluded, that none 
of the investigated salts have an action, which can be 
compared with the action of a copper salt.

1 See Traube: B. 17 (1884) 1062; Bahnson & Robertson: J. Amer. 
Chem. Soc. 45 (1923) 2512.
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3. Experiments with a greater excess of ammonia.

In order to estimate the economy of Raschig’s hydra­
zine synthesis it was of interest to investigate the variation 
of the hydrazine yield with the ammonia concentration.

Joyner1 has investigated this hv keeping a constant 
gelatine concentration, a constant hypochlorite concentration 
and a constant total volume with variable ammonia concen­
trations. But, on application of the synthesis in the labo­
ratory, the volume of the reaction mixture would not be 
kept konstant. Various volumes of ammonia would be 
added to a certain quantity of sodium hypochlorite, until 
the most economic proportion was found.

A series of experiments were made with pure chemicals 
in a quartz beaker of 200 ccs. capacity (the same as men­
tioned in the previous part of this paper). This was cleaned 
carefully and steamed for an hour. 10 ccs. of a 0.850 molar 
solution of sodium hypochlorite (containing 0.2 molar sodium 
hydroxide) were placed in the beaker. To this a certain 
volume of cone., pure ammonia (13.5 molar) was added, 
the mixture rapidly heated to boiling and boiled, until no 
odour of ammonia could be observed. Now the reaction

1 Joyner: J. Chem. Soc. 123 (1923) 1114.

NaOCl =

Table

0.850 molar

XI.

NH3 = 13.5 molar
NaOCl. nh3 V T I2;. 0.1088 N Hydrazine

CCS. CCS. CCS. CCS. CCS. °/o
10 20 200 40 26.95 43.1
10 20 200 40 27.10 43.5
10 50 250 50 33.45 53.5
10 50 250 50 33.20 53.1
10 60 250 50 34.30 54.9
10 100 250 50 34.50 55.5
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mixture was transferred to a measuring flask and made 
up to a definite volume (V in the table), a fraction of 
this (T in the table) was taken out and titrated with iodine 
as usual. The results of the experiments are given in 
table XI.

This table shows again, that it is possible to obtain fair 
yield of hydrazine with pure substances and a carefully 
cleaned reaction vessel, and, further, that the hydrazine yield 
increases with increasing ammonia concentration, but, above 
a certain ammonia concentration, the increase of the yield 
is small.

4. Experiments with other substances than 
gelatine as “negative catalysts’’.

These experiments have been made at different times 
in the course of the investigation (and therefore not with 
the same solutions), when the idea of testing the action 
of a certain substance occurred. These substances are, as 
a rule, such compounds, which are able to form complex 
compounds with copper ions.

The experiments were made with pure chemicals, care­
fully cleaned reaction vessels and in the usual manner. 
One of the first substances to be tested was cupferron1. 
But in a concentration of 0.2 gram in 400 ccs. reaction 
mixture it increased the hydrazine yield only from 33.7 to 
37.4 °/o.

Gelatine unites with copper ions in the “biuret reac­
tion’’, and one might expect, that all such substances, 
giving the biuret reaction2, would be able to act as “negative 
catalysts’’ in Raschigs hydrazine synthesis. This, however,

1 Bauüisch: Chem. Ztg. 1909, 1228.
5 See Schiff: B. 29 (1896), 298. Ann. Chem. 299 (1897), 236. 
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is nol al all the case. Such substances as biuret, tyrosin 
and other amino-acids, on the contrary, decrease the hydra­
zine yields, when they are added to the reaction mixture. 
This behaviour, probably, is due to the fact, that they are 
very readily oxidized.1

The behaviour of gelatine shows that anhydrides of the 
amino-acids are excellent “negative catalysts”. Another an­
hydride of this type, casein (soluble), acts almost just as 
well. When Ibis is added in a quantity of 0.1 gram to 
400 ccs. of a reaction mixture of ordinary chemicals (not 
made from redistilled water), a yield of 46—48 °/o of hydra­
zine could be obtained, while, without casein, the yield 
would be from 5—10 °/o of the hypochlorite.

From the experiments of Titoff2 it is known, that 
mannite is able to retard the oxidation velocity of sulphite 
by the oxygen of the air, a reaction which is catalyzed 
strongly hy copper ions. It was, therefore, of interest to 
investigate, if mannite is active in the hydrazine synthesis.

A series of experiments were made with pure substances,

Table XII.

0.850 molar NaOCl. 13.1 molar NH3.
CuSO4
about

NaüCl NHS H2° 5X10“6 Mannite V
CCS.

T I;
CCS.

2. 0.08015 N
CCS.

Hvdrazine
7oCCS. CCS. CCS. molar

CCS.

grammes

10(1 100 73 27 0 500 25 18.03 11.54
100 100 73 27 1 500 25 45.10 28.87
100 100 50 50 0 500 25 5.1 3.27
100 100 50 50 1 500 10 14.82 23.70
100 100 100 0 1 500 10 25.10 40.17

1 Loew : J. prakt. Chem. (2) 18 (1878), 298.
2 Titoff : Z. Phys. Chem. 45 (1903) 64.
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some with an addition of cupric sulphate and other with a 
simultaneous addition of cupric sulphate and mannite. The 
reaction was carried out in a carefully cleaned and steamed 
Jena beaker of 800 ccs. capacity. The results of the experi­
ments are given in table XII. Here V is the volume, to which 
the reaction mixture is made up after the reaction, and T 
the volume taken out for titration with iodine.

It appears clearly from the table, that mannite is active 
also in this reaction, and that it, undoubtly, unite with copper 
ions to form very stable complexes.

Salicylic acid is also able to form complex compounds 
with copper ions in alkaline solutions1, but it appears to 
have no action in the hydrazine synthesis.

1 Ley & Ehler: Z. anorg. Chem. 56 (1908) 404.
2 Reitzenstein : Z. anorg. Chem. 18 (1898) 253, 296; Renz: Z. anorg. 

Chem. 36 (1903) 100; Grossmann & Jäger: Z. anorg. Chem. 73 (1912) 48.

As ordinary, pure, commercial ammonia gives poor 
hydrazine yields, when gelatine is not added, it was of 
interest to see, what role a content of pyridine bases played, 
inasmuch as the pyridine bases are also able to form com­
plex compounds with copper2. It appeared in a series of 
experiments, that an addition of 1 cc. of pyridine to a reac­
tion mixture of 20 cc. had practically no effect what so 
ever on the hydrazine yield.

Finally some experiments with flaxseed mucilage and 
carragen should be mentioned. The action of these sub­
stances was tested in order to show, that Raschig’s original 
theory, concerning the viscosity of the medium, could not 
be right.

These substances were chosen, as their aqueous solution 
has a high viscosity. It was expected, that they would not 
be able to increase the hydrazine yield, but they did. It 
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appeared, that the substances, which are formed from flax­
seed mucilage in an alkaline hydrolysis, are able to form 
complex compounds with copper salts.

According to Hilger1 flaxseed mucilage is probably a 
tetrasaccarose, which on hydrolysis gives d-glucose, d-galac- 
tose, 1-arabinose, and 1-xylose. It is not so strange, therefore, 
that it is able to act as a “negative catalyst” in the hydra­
zine synthesis. The results of a series of experiments are 
given in table XIII.

Table XIII.

0.775 molar NaOCI. 13.4 molar NH3.

Mucilage A. 5 grammes of flaxseed boiled with 20 ccs. of redistilled 
water in a steamed flask. 10 ccs. of this liquid used.

Mucilage B. 0.5 gramme of flaxseed boiled with 25 ccs. of water. 
10 ccs. used.

Mucilage C. 1 gramme of flaxseed boiled with 25 ccs. of water. 
10 ccs. used.

NaOCI nh3 Added V T Io.0.08015 N Hydra Rem.
CCS. CCS. CCS. zine /o
200 200 10 ccs. 10 °/o gelatine 1000 10 37.0 42.7 1 In Jena
200 200 10 ccs. mucilage A 1000 10 40.09 51.8 1 beaker.

10 10 10 ccs. H2O 200 25 17.2 35.6 In
10 10 10ccs. mucilage B 200 25 18.5 38.6 quartz
10 10 10ccs. mucilage C 200 25 22.1 46.2 beaker.

Fairly good results may also be obtained by addition 
of carragen. On addition of a solution of 1 gram of carra- 
gen in 100 ccs. of water to 100 ccs. of an ordinary, cone., 
commercial ammonia, followed by an addition of 100 ccs. 
of an approximately 1 molar solution of sodium hypochlorite 
and by a rapid heating to boiling etc., hydrazine yields of 
48—49°/0of the hypochlorite could be obtained.

B. 36 (1903) 3197.
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5. The azoimide formation in Raschig’s 
hydrazine synthesis.

In Raschig’s hydrazine synthesis, when the solution is 
acidified with sulphuric acid, after the great excess of 
ammonia has been boiled out, a very characteristic odour 
is observed, the cause of which is a small quantity of 
azoimide. On distillation of the acidified reaction mixture 
a very dilute, aqueous solution of azoimide may be obtained. 
This solution gives a red colour-reaction with a ferric salt 
and a white precipitate with silver nitrate. The silver salt 
is insoluble in cool, dilute nitric acid, but soluble in the 
hot acid.

Traces of azoimide in the reaction of hypochlorites with 
ammonia has been discovered already by Raschig1. In his 
opinion it must be formed from triimide. In the reaction 
of alkalies with monochloroamine imide, NH, should be 
formed, which for a part polymerizes forming triimide, N3H3. 
When an excess of monochloroamine reacts with this 
substance, azoimide should be formed:

N3H3 + NH2C1 = N3H + NH4C1.

It appears, however, that in the different oxidation 
titrations of hydrazine which have been proposed2, the 
smooth oxidation of hydrazine into water and nitrogen is 
very rare, ammonia and azoimide in varying quantities are 
formed simultaneously.

Thus azoimide seems to be formed ordinarily in the

1 See for instance Schwefel und Stickstoflfstudien page 76.
2 For a critical review of all proposed titration methods of hydra­

zine see Browne & Shetterly: J. Amer. Chem. Soc. 31 (1909) 228, 782. 
Cuy & Bray: J. Amer. Chem. Soc. 4(> (1924) 865, 1305, 1790. Browne & 
Shetterly: J. Amer. Chem. Soc. 30 (1908) 53. Kurtenacker & Wagner: 
Z. anorg. Chem. 120 (1922) 261.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 16. 3
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oxidation of hydrazine, and its presence among the reac­
tion products in Raschig’s hydrazine synthesis may be due 
to an oxidation of hydrazine, either by the action of sodium 
hypochlorite or by monochloroamine.

Many authors1 have found that azoimide is formed 
in the reaction of nitrous acid with hydrazine.

From this fact Sommer2 has drawn the conclusion, that 
the formation of azoimide, which is observed in so many 
different oxidations of hydrazine, is due to an intermediate 
formation of nitrous acid, produced in an oxidation of the 
primary product, ammonia, by the oxidizing agent in question. 
This conclusion of Sommer and his collaborators3 is strongly 
attacked by Browne and his collaborators.4 However, it 
seems to be likely, that nitrous acid is an intermediate 
product in the formation of azoimide, when hydrazine is 
oxidized.

It has been shown in an earlier part of this paper, that 
a nitrite is present in the reaction mixture, when ammonia 
is boiled with sodium hypochlorite in the precence of a 
minute trace of a copper salt (i. e. a copper salt catalyzes 
the oxidation of ammonia to a nitrite). As it is a catalytic 
reaction, it may be assumed to take place, even if no 
copper salt is present, only to a much slighter degree.

To solve the question of how azoimide is formed in 
Raschig’s hydrazine synthesis, it would be of interest

1 See Curtius: B. 23 (1890) 3023. Angelí: Atti. accad. Lincei. [5] 2, 
I, (1893) 569. C. B. 1893 II, 559, Dennstedt & Göhlich: Chem. Ztg. 21 
(1897) 876. Sabanejeff, Dengin & Speransky: Z. anorg. Chem. 20 (1899) 
21. Franke: B. 38 (1905) 4102. Dey & Sen: Z. anorg. Chem. 71 (1911) 
236, Z. anorg. Chem. 74 (1912) 52. Sommer: Z. anorg. Chem. 83 (1913) 119.

2 Sommer: Z. anorg. Chem. 86 (1914) 71.
3 Sommer & Pinças: B. 49 (1916) 259, 1147. Sommer: Z. anorg. Chem. 

96 (1916) 75.
4 Browne & Overmann: J. Amer. Chem. Soc. 38 (1916) 285. 
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to investigate the variation of the azoimide concentration 
with the copper salt concentration.

The estimation of azoimide appeared to be difficult, as 
the quantities are small. The alkaline solution, obtained 
in the usual manner by mixing ammonia with hypochlorite 
(containing an excess of sodium hydroxide) and evaporating 
the mixture, until the free ammonia is removed, was placed 
in a flask for fractional distillation, the stopper of which 
was fitted with a separatory funnel and a glass tube con­
nected with a boiler for steam production. The side tube 
of the distilling flask, the end of which was immersed in 
some water in the receiver, was fitted with a condenser. 
Dilute sulphuric acid from the separatory funnel was added 
to acid reaction, and the azoimide distilled off in a current 
of steam into a solution of silver nitrate. After the distil­
lation the silver azide was transformed into silver chloride, 
which was dried and weighed.

It appeared, however, that on increasing the concen­
trations of copper salt in the reaction mixture, small quan­
tities of chlorine passed over into the distillate. The chlo­
rine must be formed in a reaction of hydrochloric acid 
with chloric acid in the acidified reaction mixture.

This must be due to a transformation of some of the 
hypochlorite into chlorate, and also this reaction seems to 
be catalyzed by copper salts. This formation of chlorine 
makes the estimation of azoimide very uncertain, as a 
part of it probably is destroyed by the chlorine.

To separate the silver azide from such quantities of 
silver chloride, which may be present, the distillate is filtered 
by means of a small filter and the precipitate washed with 
water, until the wash water does not give silver reaction. 
Only a small volume of water, the same in each one of 

3* 
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the estimations, was used for this washing, as silver azide 
is not completely insoluble in water1. The silver azide on 
the filter was then dissolved in hot, 4 N. nitric acid and 
the filtrate collected in a small, weighed glass basin2. On 
treatment with a mixture of nitric and hydrochloric acid 
the silver azide was transformed into silver chloride, which 
was weighed after drying to constant weight at 150°. The 
results of the experiment, with addition of gelatine, mannite 
and various quantities of copper sulphate to the reaction 
mixture, are given in table XIV. The yields of azoimide in 
percentage of hypochlorite have been calculated from the 
equation :

4NaOCl+3NH3 = N3H + 4NaCl + 4 H.,O.

When the content of azoimide had been removed from 
the solution by a steam distillation, the remainder was 
tranferred to a volumetric flask and made up to 500 ccs.

Table XIV.

0.850 molar NaOCl. 13 molar (approx.) NH3.

NaOCl
CCS.

NHg

CCS.

h2o
CCS.

CuSO4
approx. y
5X10-6 Added

CCS. 
molar

CCS.

T
CCS.

, HVCI Ta­
lo.

0.08015 N. Z'ne 
in °/o of 

CCS.
NaOCl

AgCl 
grame

N3H 
in °/o of 
NaOCl

100 too 100 0
I 1 grame 1
l gelatine/500 10 25.25 40.4 0.0092 0.30

100 100 100 0 !lgran'e':5oo
(mannite J 10 22.70 36.3 0.0103 0.34

100 too 100 0 0 500 10 18.80 30.1 0.0117 0.38
100 100 90 10 0 500 10 15.85 24.4 0.0131 0.43
100 100 75 25 0 500 25 28.20 18.05 0.0143 0.45
100 too 50 50 0 500 25 4.80 3.7 0.0168 0.55
100 100 0 100 0 Nitrogen oxides are liberated on distillation.

Dennis & Browne: Z anorg. Chem. 40 (1904) 94.
Dennis & Isham: J. Amer. Chem. Soc. 29 (1917) 18.
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From this solution a certain fraction (T in the table) was 
taken out for titration of the hydrazine content with iodine.

The experiments show an increase in the quantity of 
azoimide with an increasing copper salt concentration. But, 
as previously mentioned, the estimated values are not exact, 
since silver azide is not completely insoluble in water, and 
since some of the azoimide probably is destroyed by chlo­
rine. Nevertheless, the course of these experimental results 
seems to agree with the point of view, which has been 
adopted by Sommer (1. c.), that nitrous acid is an inter­
mediate substance in the formation of azoimide in the oxidation 
of hydrazine. But, as far as the writer is able to see, this 
entire field requires a thorough experimental and theoretical 
investigation, before it may be stated with certainty, how 
azoimide is formed from hydrazine on oxidation.

6. A quantitative investigation of the 
hydrazine synthesis.

Raschig1 has assumed that the formation of hydrazine 
takes place with imide, NH, as an intermediate product. 
Monochloroamine should, by the action of sodium hydroxide, 
give sodium chloride, water and imide, which then reacts 
with ammonia to form hydrazine.

If this is the case, it might be expected that a part of 
the imide, which certainly must be very unstable, would 
decompose into nitrogen and hydrogen, and that the gaseous 
reaction products would contain these elements, or that 
a part of the imide would react with water forming hydroxyl­
amine.2 In the alkaline solution, however, the hydroxyl­
amine would decompose into ammonia, nitrogen, water

1 See Schwefel und Stickstoffstudien page 76.
2 Smith: Z. angew. Chem. 3G (1923) 511. B. 57 (1923) 704. 
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and some nitrous oxide, and this decomposition is accelerated 
by ammonia.1

It was therefore of interest to investigate the gaseous 
reaction products in the hydrazine synthesis, but this 
necessitates that the reaction takes place in a closed appa­
ratus which does not contain nitrogen, hydrogen or oxygen.

It is convenient, therefore, to have the reaction taking place 
in an atmosphere of ammonia.

The apparatus in tig. 2 was adopted for the investigation. 
Here F is the ammonia generator, U a u-tube with potassium 
hydroxide (to dry the ammonia). R is the three necked 
reaction flask. bt, b2 and b3 are burettes (with capillary

1 Berthelot: Comp. rend. 83 (1876) 473. Berthelot & Andre: 
Comp. rend. 110 (1890) 830. Kotolow: B. 2<> (1893) 761. Dunstan & 
Dymond: .1. Chem. Soc. 51 (1887) 646.
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tips) for sodium hypochlorite, ammonia and water, lifted 
into the reaction flask with rubber stoppers. S is a safety 
tube. at is the ammonia absorption tube, which is about 
90 cm long and 2.5 cm in diameter, this is connected with 
the leveling flask lr by means of which a solution of 
sulphuric acid may he brought into the absorption tube.

Through the capillary stopcock st the ammonia absorp­
tion tupe at is connected with an Orsat apparatus, having 
the absorption tube a2 filled with strong sulphuric acid, 
and the tube a3 with an alkaline solution of pyrogallic 
acid. Pt is a platinum capillary for hydrogen estimation. 
at is also connected with the three way stopcock s2 from 
which one branch, Bt, goes to the atmosphere and the 
other, B2, is connected with a safety bottle A, a vacuum 
gauge V and a water jet filter pump. The single parts of 
the apparatus are connected with thick-walled rubber tubing, 
which may be closed by means of the pinchcocks pt, p2, etc.

When an experiment is started, the level of the sulphuric 
acid in at is brought down to x, the pinchcocks pt, p4 
and p5 are closed and the apparatus evacuated. On opening 
of pL and heating the ammonia generator F, the apparatus 
is filled with ammonia, and this process of evacuating and 
passing ammonia into the apparatus is repeated, until ail 
air has been removed, and the apparatus is filled with 
ammonia of one atmospheres pressure. The pinchcocks p2 
and p3 are now closed, while p5 is opened, and the sulphuric 
acid allowed to rise up in aP If no gas bubble remains 
in at all the air has been removed, otherwise the evacua­
tion and filling up with ammonia must be repeated. Mea­
sured volumes of ammonia, water and sodium hypochlo­
rite are runned into the reaction flask, R, and the content 
rapidly heated to boiling. Pinchcock p3 is opened with 
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care, but the rubber tubing is kept closed by the pressure of 
the fingers, until the pressure of the evolved gases is so 
high that they are able to pass over into the tube aP Here the 
main part of ammonia is absorbed. The reaction mixture in R 
is boiled for some time to carry the evolved gases by 
means of the steam into ap and the process is supported 
by passing ammonia from F through R. When no more 
gas bubbles pass up through at, the pinchcock p3 is closed, 
and the gases in a£ are now analysed in the Orsat appa­
ratus. The remaining ammonia is absorbed in the pipette 
a2, and the oxygen, nitrogen and hydrogen estimated in the 
usual manner. The reaction flask is detached from the 
apparatus, its content washed quantitatively into a measu­
ring flask, and a known fraction titrated with iodine to 
estimate the hydrazine yield.

A great number of experiments were made, but in 
every one it appeared, that the gaseous reaction products 
contain neither hydrogen nor nitrous oxide in measurable 
quantities. Only a few of these experiments should be 
mentioned.

Experiment 1. An attempt to detect hydrogen.
The reaction mixture was: 10.0 ccs. of redistilled water, 

10.0 ccs. of ammonia (13 molar) and 10.2 ccs. of sodium 
hypochlorite (0.8505 molar).

Volume of evolved gases  60.70 ccs.
Volume after absorption of oxygen  59.80 ccs.
Volume after air has been taken in  72.40 ccs.
Volume after combustion 72.30 ccs.

The evolved gas mixture thus contains 59.8 ccs. of 
nitrogen and 0.9 ccs. of oxygen at a pressure of 765 mm. 
and a temperatare of 21.5° C. The decrease in volume, on 
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heating the gas-air mixture, is less than the experimental 
error and does not indicate a content of hydrogen.

The remnant in the reaction flask was made up to 
250 ccs., of which 50 ccs. were taken out for titration with 
iodine. The consumption was 8.70 ccs. of a 0.1088 N. iodine 
solution. The yield of hydrazine is 13.7 °/0 of the hypo­
chlorite.

If the evolved nitrogen is calculated from the equation:

(1) 3NaOCl+2NH3 = 3 NaCl + 3 H2O + N2

85.73 % of the hypochlorite have reacted in this manner.
If the oxygen content of the gas is calculated from the 

equation :
(2) 2 NaOCl = 2 NaCl + O2

0.86 °/o of the hypochlorite has reacted in this manner. 
The hypochlorite has reacted, therefore, in the following 
manner:

To form hydrazine  13.70 °/0
To form nitrogen... 85.73 %
To form oxygen..... 0.86 °/o

Total... 100.29

The quantity of azoimide, which is formed simultane­
ously, has not been estimated or taken into consideration, 
as it is very small and would not change the result per­
ceptibly.

The sulphuric acid in the absorption pipettes and the 
water in the gasburette m fsee the figure) were boiled out 
before the experiment. The ammonia and the hypochlorite 
solutions were made from redistilled water. It might per­
haps be assumed, therefore, that at least a part of the 
oxygen in the evolved gases has been formed in the reac­
tion (2).
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Experiment 2.
The reaction mixture was: 10.0 ccs. of sodium hypo­

chlorite (0.8505 molar) and 20.08 ccs. of ammonia (13 
molar), and gave the following results:

Volume of the evolved gases.................................... 52.8 ccs.
Volume after absorption of oxygen........................... 52.0 ccs.
Volume after air has been admitted........................ 70.0 ccs.
Volume after combustion.............................................. 69.9 ccs.

Thus the evolved gas contained 52.0 ccs. of nitrogen 
and 0.8 ccs. of oxygen measured at 761 mm. and 23° C.

The remnant in the reaction flask was made up 250 ccs., 
50 ccs. of which were titrated with 14.16 ccs. of a 0.1088 N. 
iodine solution. The hypochlorite has reacted in the following 
manner:

To form hydrazine....................................................... 22.64 %
To form nitrogen in the reaction (1).................... 75.67 %
To form oxygen in the reaction (2)...................... 0.78 °/o

Total . . 99.09

Also here the agreement is fair. From all the experi­
ments made in this manner, it appears that small quantities 
of oxygen are evolved, probably due to a decomposition 
of some of the hypochlorite. But with an excess of ammo­
nia as large as applied in these experiments, it might 
be expected, that all the hypochlorite would be transformed 
into monochloramine, and in this case no oxygen should 
have been evolved. The fact that oxygen is evolved seems 
to indicate that the transformation of hypochlorite into 
monochloramine is not complete. Other observations sug­
gest the same, and a further dicussion will be taken up in 
the following part of the paper.



Studies on the “Raschig’s” Hydrazine Synthesis. 43

In another series of experiments the gaseous reaction 
products were investigated for the presence of nitrous oxide, 
as this substance should be expected, if imide is formed 
as an intermediate reaction product.

After the absorption of ammonia and oxygen the re­
mainder of the gaseous reaction products were mixed with 
hydrogen and passed through the heated platinum capillary. 
If nitrous oxide is present a decrease of the total volume 
should be observed, but no one of the experiments showed 
any such decrease. If hydrogen or nitrous oxide are pre­
sent in the gaseous reaction products, it must be in quan­
tities less than one percent of the total volume.

7. Summary.

It has been shown:
1) . That salts of such metals as cobalt, manganese, 

nickel and lead, which are able to occilate between two 
valencies, and therefore might be able to act as oxygen 
carriers, have no ability to decrease the hydrazine yield 
in Raschig’s hydrazine synthesis, even when they are 
present in concentrations very much exceeding the con­
centrations at which a copper salt destroys the hydrazine 
entirely.

2) . That a ferric salt has a slight catalytic action, but 
this is about 1000 times weaker than the action of a copper 
salt.

3) . With specially prepared solutions of great purity it 
is possible to obtain hydrazine yields of about 55 °/o of 
the hypochlorite, when the excess of ammonia is great. 
The hydrazine yield increases with increasing excess of 
ammonia, but to a certain limit only, when the yield be­
comes practically constant.



44 Nr. 16. Max Møller:

4) . Mannite acts as a powerful “negative catalyst“ and 
is able to nullify the action of comparatively large quan­
tities of copper salts.

5) . Other “negative catalysts“ have been investigated, 
and the action of such substances as flaxseed mucilage 
and carragen may be compared with that of mannite.

6) . The formation of azoimide in the hydrazine syn­
thesis has been investigated, and it has been concluded, that 
azoimide probably is formed in an oxidation of hydrazine, 
and that it is likely that nitrous acid (or nitrite) is an 
intermediate product.

7) . Raschig’s hydrazine synthesis has been investigated 
in a special apparatus, and the reaction products estimated. 
It has been shown, that the gaseous products are nitrogen 
and small quantities of oxygen. If hydrogen or nitrous 
oxide are present, it must be in quantities less than one 
percent by volume. It is therefore unlikely, that imide is 
an intermediate product of the reaction. The presence of 
oxygen must be due to a decomposition of the hypochlorite, 
and this seems to indicate, that the reaction of ammonia 
with hypochlorite to form monochloramine is not complete, 
even when the excess of ammonia is very great.

III.
The Production of Hydrazine Sulphate in the Laboratory. 

Theoretical Discussion.

1. Introduction.

In previous parts of this paper the synthesis of hydra­
zine from very pure chemicals has been investigated, and 
further the action of certain metallic salts, the action of 
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certain “negative catalysts” and the combined action of 
these. From these experiments the conclusion may be drawn, 
that the reason why ordinary chemicals give a poor yield 
of hydrazine, when gelatine is not added, is the trace of 
copper compounds present in the chemicals and especially 
in the distilled water. In all these experiments the total 
yield of hydrazine has been estimated, but for a laboratory 
production of hydrazine it is not so much the total yield 
which is of interest, as the quantity it is possible to obtain 
in the form of hydrazine sulphate, together with the purity 
of the obtained product. This question has therefore been 
taken up for investigation.

2. The production of hydrazine in the laboratory.

To begin with a series of experiments were made to 
investigate the possibility of producing hydrazine by elec­
trolysis of ammonia-sodium chloride solutions. This has 
previous been attempted l, but with no sodium hydroxide 
in the solution and with platinum as electrodes. According 
to observations of Rasciiig2 and Joyner3 a certain sodium 
hydroxide concentration is necessary for the formation ot 
hydrazine from monochloramine and ammonia, and it has 
further been shown4, that platinum catalyses the oxidation 
of hydrazine.

1 Turrentine & Olivi : J. Amer. Chem. Soc. 37 (1915) 1121. See also 
Bredig: Z. f. Elektrochem. 18 (1912) 653.

2 Schwefel und Stickstoffstudien page 64.
3 J. Chem. Soc. 123 (1923) 1114.
4 Sabanijeff: Z. anorg. Chem. 17 (1898) 492; J. russ. phys. Ges. 31 

(1899) 375; C. B. 1899 II, 32. See also: Tanatar: Z. phys. Chem. 40 (1902) 
475; 41 (1902) 37; Purgotti & Zanichelli : Gazz. chim. ital. 34, I (1904) 
57; Gutrier & Neundling: Z. phys. Chem. 84 (1913) 203; Turrentine & 
Gibbons: J. Amer. chem. Soc. 34 (1912} 36.
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In a series of experiments solutions containing sodium 
chloride (0.4 N.), sodium hydroxide (0.1 N.) and ammonia 
(6.5 N.) were electrolyzed with electrodes of Acheson graphite 
at 100° (about 0.3—0.4 Amp.), with constant replacement of 
the ammonia which evaporated. But only a trace of hydra­
zine could be obtained.

In the electrochemical oxidation of ammonia nitrite is 
formed1, and this may be one of the reasons why the hydra­
zine yield is poor. No further attempts were made.

It has been observed by Thiele2, that a reducing agent 
is formed, when sodium hypobromite reacts with a great 
excess of ammonia, but in quantities much smaller than 
in the corresponding reaction with a hypochlorite.

However, a sodium hypobromite solution, with a known 
excess of sodium hydroxyde, is more easily made from 
commercial, liquid bromine, than a corresponding solution 
of sodium hypochlorite from gaseous chlorine. In a series 
of experiments it was investigated, if it would be possible 
to obtain a fair yield of hydrazine by mixing sodium 
hypobromite and a large excess of ammonia at low tem­
perature and rapidly healing the reaction mixture to boiling.

In the cool alkaline liquid it is possible to detect traces 
of hydrazine, but when the excess of ammonia is removed 
by boiling, and the mixture is acidified by sulphuric acid, 
elementary bromine is formed in large quantities. This, as 
a matter of course, must be due to a transformation of 
hypobromite into bromide and bromate.

That monobromoamine is formed intermediate is in­
dicated by the precence of hydrazine in the cool alkaline 
solution.

1 Oesterheld: Z. anorg. Chem. 86 (1914) 131.
2 Ann. 273 (1893) 160.
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After the experimental part of this paper has been 
finished, Moldenhauer & Burger1 have prepared mono­
bromoamine in ethereal solution by mixing ethereal solu­
tions of bromine and ammonia or by extracting an aqueous 
mixture with ether. This will be discussed further in the 
following.

1 B. 62 (1929) 1615.
2 B. 40 (1907) 2065.

Raschig2 has published a laboratory method for the 
synthesis of hydrazine sulphate from sodium hypochlorite. 
But the yield is not more than 5—6 grins., and students in 
educational laboratories rarely obtain any yield at all.

Experiments were made, therefore, to find a modification 
of Raschig’s method which would give satisfactory results. 
The original method was tested, and it was found that the 
quantity of sulphuric acid, which is used for the precipit­
ation of hydrazine sulphate, is much to small. Precipitation 
with a quantity of sulphuric acid three times as large as 
stated by Raschig gave fair hydrazine yields (48—50 % 
of the hypochlorite) in form of a very pure (99.2 °/o) 
hydrazine sulphate.

It is a rather troublesome procedure to make up small 
quantities of sodium hypochlorite solutions, containing a 
known excess of sodium hydroxide, from gaseous chlorine, as 
the amount of chlorine has to be measured fairly accurate. It 
would be much easier to use commercial, chlorinated lime. 
But this cannot be used directly, as the hydroxyl ion con­
centration of the solution obtained by extraction with water 
is too low.

It is easy, however, to transform chlorinated lime into 
chlorinated soda in a treatment with a solution of sodium 
carbonate. As a commercial, chlorinated lime contains cal- 
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ciuin hydroxide, this also reacts with sodium carbonate 
forming sodium hydroxide, which gives the solution the 
necessary alkalinity.

Experiments were made to find the most economic ratio 
between chlorinated lime and ammonia, and the Following 
method is the result.

250 grms. of a good, dry, chlorinated lime (with 30—35% 
of available chlorine) are placed in a porcelain basin and 
300 ccs. of city-supply water added. The mass is stirred 
thoroughly and all lumps disintegrated by rubbing with a 
pistil. To 750 grms. of ordinary washing soda (Na2CO3, 
10H2O) in a beaker 800 ccs. of city-supply water are added, 
and the soda dissolved on a water bath at 20°—25°. When 
the solution is saturated at this temperature, it is drained 
from the small quantity of soda, which may not have dis­
solved.

The soda solution is now added to the chlorinated lime 
with stirring. The mixture at first becomes a pasty mass, 
which on further stirring gradually becomes less viscid. 
When all lumps are disintegrated the mixture is filtered 
on a 15 cm. Büchner funnel with suction. The formation 
of cracks and chanals through the precipitate should be 
prevented by pressing and stamping the mass with a pistil.

A porcelain basin of 4 litres capacity is placed slightly 
sloping on a tripod, and a beaker is placed under the spout 
to take any overflow. 1 litre of commercial, aqueous ammo­
nia (sp. gr. 0.91) is poured into the basin, and a solution 
of 10 grms. of gelatine in 100 ccs. of water is added and mixed 
with the ammonia. As many gasburners as it is possible 
to get room for are placed under the basin ready to lit. 
Now the above prepared sodium hypochlorite solution is 
added rapidly in one sweep into the center of the ammonia 
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in the basin, and all the burners are quickly lit. The mix­
ture foams and some may run out into the beaker; this 
is poured back into the basin. The important point is to 
heat the mixture to boiling as rapidly as possible. When 
the boiling point has been reached, the boiling and evapo­
ration may be continued with a single burner, until no 
odour of ammonia can be detected. The solution is now 
poured into a beaker of two litres capacity, cooled some­
what by means of lap water, and filtered into a Griffin 
beaker of 2 litres capacity, which has been marked with a 
glass pencil line, up to which the volume is 600 ccs. The 
solution is now made slightly acid by adding, little by little, 
a small portion of a cool solution of 150 ccs. of cone, 
sulphuric acid in 300 ccs. of water. (Test with litmus 
paper and add the acid slowly, as the solution foams on 
account of its carbonate content). The acidified solution is 
evaporated in the Griffin beaker to a bulk of 600 ccs. (To 
prevent bumbing add unglazed porcelain or pumic stone). 
The solution is now cooled by means of tap water, the 
remainder of the above mentioned sulphuric acid is added, 
and the solution cooled again. The precipitation of hydra­
zine sulphate will be completed in about an hour. The 
precipitate is filtered off on a Büchner funnel by suction and 
brought completely from the beaker into the funnel by means 
of 4 N. sulphuric acid, which is also used for washing. This 
is done by stopping the pump and stirring up the precipitate 
in a small volume of the acid, after which it is again 
sucked dry. This is repeated 5—6 times, until the filtrate 
does not foam on leaving the funnel tube. About 250 to 
300 ccs. of the 4 N. acid are used. After the last washing 
the precipitate is pressed slightly while the pump is working. 
The filter pump flask is now cleaned, the funnel with the

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 16. 4 
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hydrazine sulphate replaced, and this is washed twice with 
about 60 ccs. of methyl alcohol. The funnel is finally placed 
in a steam oven, and the hydrazine sulphate dried at 80 to 
90°. The methyl alcohol from several syntheses may easily 
he regenerated.

The yield of hydrazine sulphate is about 45 grammes 
(ranging from 44 to 47 g.) of a very pure product, containing 
from 99.6 to 99.9 % of hydrazine sulphate. The hydrazine 
yield is about 42 °/0 of the hypochlorite in the chlorinated 
lime, and from 53 to 55 °/o of the hypochlorite in the solu­
tion of chlorinated soda prepared from the chlorinated lime.

3. A Theoretical Discussion.

a. The formation of monochloroamine.

From Raschig’s and Marckwald & Wille’s 1 experiments 
it may be concluded, that in the reaction of ammonia with 
sodium hypochlorite monocliloroamine is formed. To be 
able to explain the formation of chlorine monoxide, when 
monochloroamine is dried with calcium chloride, Marck­
wald & Wille have to assume, that monochloroamine is 
hydrolyzed according to the equation:

NH2C1 + HOH = NH3 + HOC1.

A similar hydrolysis has been known for a long time 
in the case of substituted chloroamines.2

Marckwald & Wille, however, do not apply this hydro-

1 1. c.
See for instance: Berg: Comp. rend. 110 (1890) 862; ibid. 114 

(1892) 3617; C. B. 1890 II 962; C. B. (1892) II 163. Seliwanov: B. 25 
(1892) 3617. Chattaway: Chem. News OS (1908) 166; C. B. 1908 II, 1504. 
J. Chem. Soc. 95 (1909) 129, 235, 464. Behal & Detoeuf: Comp. rend. 153 
(1911) 681, 1229; C. B. 1911 II, 1521. Elliot: J. Chem. Soc. 123 (1923) 804. 
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lysis to explain the behaviour of monochloroamine in aqueous 
solutions. They have found, that an aqueous solution of mono­
chloroamine decomposes according to the equation:

9NH,C1 = 4NH4C1 + 2N2 + NC13 + 2 HC1.

But tliis equation may be obtained as the sum of the 
following reactions :

NH2C1 + H2O ^NH+ +OC1-
OC1- +H2O z^HOCl +OH-
NH+ ^NH3 +H+
NHoCl + OCl- ^NHC12 + OH- or
NH2C1 + HOC1 ^>NHC12 + H2O
NHC12 + OC1- z£NC13 +OH-
2NC13 +3OH-->N2 +3C1-+3HOC1.

Gradually, when the acidity of the solution increases, di­
chloroamine, NHC12, becomes more stable1, and finally, 
when the solution is distinctly acid, the trichloroamine, 
NG13, nitrogen chloride, is able to exist.

The observation of Marckwald & Wille (1. c.), that a 
small quantity of ammonia is able to stabilize an aqueous 
solution of monochloroamine, is explained readily from the 
fact, that ammonia will displace the equilibrium in the 
monocliloroamine hydrolysis.

In a slightly alkaline solution, buffered with sodium 
acetate, Marckwald & Wille (1. c.) have found, that mono­
chloroamine decomposes according to the equation:

3NH2C1 = NH4C1 + 2 HC1 + N2.

Chapin: J. Amer. Chem. Soc. 51 (1929) 2112.
4* 
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But this equation is readily obtained from the equations 
above, when it is taken into consideration, that in the 
alkaline solution nitrogen chloride is not stable.

These authors have found the same equation for the 
decomposition of monochloroamine by potassium hydroxide 
at ordinary temperature, but when the solution is hot, some 
potassium chlorate is formed. This, naturally, is due to a 
transformation of the hypochlorite, which is formed in the 
hydrolysis.

Also the reaction of monocliloroamine with an acidified 
solution of potassium iodide may be explained as a result 
of a complete hydrolysis.

Raschig’s1 observation, that monochloroamine in a reac­
tion with sodium bisulphite gives sodium sulphate, while 
in its reaction with sodium sulphite, a certain quantity of 
sodium amidosulphonate is formed, may be explained readily 
from the hydrolysis of monocliloroamine and the different 
value of the hydrogen ion concentration in the two solutions.

After the experimental part of this paper had been 
finished, Bodenstein2 has investigated the decomposition 
of monocliloroamine in a slightly amoniacal solution. The 
process starts as an autocatalytic reaction, which after a 
while conies to a standstill, then again starts as an auto­
catalytic reaction slowly dying out. This may be explained, 
qualitatively at least, by means of the equations given above. 
To begin with the hydrolysis is slight and the decompo­
sition velocity slow, but when the hydrogen ion concen­
tration increases, the decomposition takes speed. After a 
while such values of the hydrogen ion concentration are 
reached, at which dichloroamine is comparatively stable3

1 Schwefel und Stickstoffstudien, page 69.
2 Z. phys. Chem. A. 139 (1928) 397.
3 See Chapin (1. c.).
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and the decomposition, therefore, is slow. When these values 
of the hydrogen ion concentration have been exceeded, the 
reaction again takes speed. Undoubtedly, it would be of 
interest to investigate the reaction from this point of view, 
but since the hydrolysis constants of mono- and dichloro- 
amine are not known, it would be difficult to estimate the 
velocity constants.

b. The formation of hydrazine from monochloro - 
amine a n d a m m onia.

Raschig1 has assumed, that the formation of hydrazine 
from monochloroamine and ammonia takes place with an 
intermediate formation of imide:

1 Schwefel und Stickstoffstudien page 71 and following pages. Page 
213 and following pages.

2 For literature see: Howard & Brown: J. Amer. Chem. Soc. 55 
(1933) 1968; Wiig & Kistiakowski : J. Amer. Chem. Soc. 54 (1932) 1806; 
Gedye & Rideal: J. Chem. Soc. 132 (1932) 1160, 1169.

3 Hofmann & Korpiun: B. 62 B. (1929) 3000.

NH2C1 + HO--> NH + Cl- + H2O
NH + NH3^N2H4.

In recent years many papers have been published2 on 
the decomposition of ammonia by incandecent filaments, 
by radiant energy in sensitized and non-sensitized reactions, 
by low-voltage arcs, by silent discharges, or by cathode 
rays, and in many of these reactions hydrazine has been 
found as an ordinary product of the reaction. This is also 
the case in the partial oxidation of ammonia with an oxy­
gen deficit, and when nitrogen is passed into the hydrogen­
oxygen flame.3 In all these reactions the mechanism must 
be, that either the imide group, NH, or the amide group, 
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NH2, is formed as an intermediate product, which then 
either decomposes or reacts to form hydrazine.

These reactions, however, take place either in gaseous 
systems or in heterogeneous systems (gaseous-solid or liquid­
solid) on the surface of an activated catalyst, while Raschig’s 
reaction takes place in a homogeneous system in aqueous 
solution. IL is doubtful that the imide group should be 
able to exist in an aqueous solution, even for a very short 
time, without decomposing partially with the formation 
of nitrogen and hydrogen. But hydrogen has not been found 
in the gaseous reaction products.1

According to the investigation of Smith2 it might also 
be expected, that the imide group would react with water 
forming hydroxylamine, which, in the alkaline solution, 
would decompose mainly with the formation of ammonia 
and nitrogen, but also with the formation of small quan­
tities of nitrous oxide, and this has not been observed1.

Raschig (1. c) and Joyner3 have shown, that a certain 
hydroxyl ion concentration is necessary for the formation 
of hydrazine in the reaction of monochloroamine with 
ammonia, and that the reaction, therefore, might be:

NH9 — Cl + II — NH2 = h2n —nh2 + ci-+H2O.
OH-

Hofmann & Korpiun (1. c.) have suggested, that in the 
catalytic oxidation of ammonia, by a catalyst consisting 
of sodalime activated with the oxides of copper, cobalt, 
nickel, iron etc., the stability of the intermediary formed 
imide might be due to a formation of the substance N-Na.

1 See page 40.
2 Z. angew. Chem. 36 (1923) 511 ; B. 57 (1923) 704.
3 J. Chem. Soc. 123 (1923) 1114.
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The role of the sodium hydroxide in Raschig’s synthesis 
might then he explained by the equations:

NH + Na+ + OH" -+ N-Na + H2O 
N-Na + NH4OH -> N2H4 +Na+ + OH~.

It is doubtful, however, that the substance N—Na should 
be more stable in aqueous solution than the imide itself.

The necessity of having a certain hydroxyl ion cone, 
in the solution may also be explained from the fact, that 
hydroxyl ions will prevent the formation of free hypo- 
chlorous acid in the hydrolysis of monochloroamine, since 
the very strong oxidizing agent hypochlorous acid will be 
transformed into the weaker oxidizing agent hypochlorite 
ions.

Without giving any details Raschig1 has stated, that the 
reaction between monochloroamine and ammonia in aqueous 
solution proceeds exactly according to the following equation:

(a) NH2C1 + NH3 = N2H4+HG1,

and that monochloroamine and hydrazine are present in 
the solution simultaneously. No intermediate product could 
be discovered, but, if the reaction is allowed to proceed to 
the end at ordinary temperature, the solution contains very 
little hydrazine.

That monochloroamine is able to exist simultaneously 
with hydrazine in an alkaline solution, where hydrazine is 
a strong reducing agent, shows that monocliloroamine must 
be a very weak oxidizing agent. That the yield of hydra­
zine, nevertheless, is very small at ordinary temperature

Schwefel und Stickstoffstudien page 78. 
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must be due to the oxidation of hydrazine by the hypo­
chlorite ions, which are formed in the hydrolysis of mono- 
cliloroamine:

(b) N2H4 + 2 CIO - = N2 + 2 Cl +2 H2O.

When the solution contains a large excess of ammonia, 
this reaction proceeds slowly, as the hypochlorite ion con­
centration is small. Thus a large excess of ammonia 
simultaneously increases the velocity of the reaction (a) and 
decreases the oxidation of hydrazine in the reaction (b) by 
displacing the equilibrium of the monochloroamine hydro­
lysis.

It seems probable, that it is the reaction (b), which is 
catalyzed by a trace of copper salts, and that it is due to 
this reaction, when little hydrazine is formed at ordinary 
temperature. If the reaction mixture is heated, the velocity 
of reaction (a) increases very strongly, while reaction (b), 
similar to the majority of other catalytic reactions, has a 
small temperature coefficient. As the result a considerable 
hydrazine yield may be obtained on heating.

Similar oxidations of hydrazine have been investigated 
by other authors, and it has been found, that a trace of 
copper has a very powerful action. Hodgkinson1 has 
shown, that copper and copper salts catalyze the oxidation 
of hydrazine by potassium chlorate and the oxidation of 
hydrazine nitrate by hydrogen peroxide. Levi2 has found, 
in the oxidation of hydrazine hydrate by the action of an 
alkali chlorite, that this reaction is catalyzed by traces of 
copper and iron compounds.

1 J. Soc. Chem. Ind. 33 (1913) 815; C. B. 1914 II 1340.
2 Gazz. chim. ital. 53 (1923) I, 105; J. Chem. Soc. Ahst. 124 (1923) 406.
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After the experimental part of this investigation had 
been finished, Bodenstein (1. c.) has investigated the form­
ation of hydrazine from monochloroamine and ammonia, 
and the decomposition of hydrazine by the action of mono­
chloroamine. The two reactions are not investigated indivi­
dually, but Hie total reaction is adjusted in such a manner, 
that no hydrazine is formed. The conclusion is, that the 
reactions are:

(a) NH2C1 + NH3 = N2H4 + HC1
(bi) N2H4+ 2NH2C1 = N2+ 2NH4C1.

Reaction (a) is slow at ordinary temperature, but has a 
large temperature coefficient, while the reaction (b4) is rapid, 
but has a negligible temperature coefficient and is catalyzed 
by copper salts. This agrees in so far with the conclusions 
which have been drawn by the writer, only, since mono­
chloroamine and hydrazine are able to exist simultaneously 
in the solution, it is rather unlikely, that the monochloro­
amine itself is able to oxidize the strong reducing agent 
hydrazine. It seems much more likely, that the oxidation 
is due to the small quantities of hypochlorite, which are 
present in the solution in equilibrium with monochloroamine.

c. The formation of azoim id e.

This has already been discussed in a previous part of 
this paper1. Since azoimide is a product ordinarily formed 
in the oxidation of hydrazine, it is most likely produced 
in an oxidation of hydrazine by the hypochlorite ions, 
which are formed in the hydrolysis of monochloroamine.

Since a nitrite is formed in the reaction of sodium

See page 33. 



58 Nr. 16. Max Møller:

hypochlorite with ammonia, when a copper salt of a certain 
low concentration has been added, the azoimide may also 
be formed in a reaction of hydrazine with nitrite. The 
mechanism of the hydrazine oxidation has not yet been 
solved, therefore, nothing very definite may be said with 
regard to the trace of azoimide which is formed in Raschig’s 
hydrazine synthesis.

d. The reaction of other alkali by pohalogenite s 
with ammonia.

It has been mentioned on a previous page, that small 
quantities of hydrazine are formed when a cool solution of 
sodium hypobromite reacts with a cool solution of ammonia. 
But when the reaction mixture is heated and boiled to remove 
the excess of ammonia and then acidified, bromine is liber­
ated.

The formation of hydrazine at ordinary temperature 
indicates, that monobromoamine is formed, analogous with 
the formation of monochloroamine in the reaction of hypo­
chlorite with ammonia1.

1 Moldenhauer & Burger: B. 62 (1929) 1615; Coleman, Soroos & 
Yager: J. Amer. Chem. Soc. 55 (1933) 2075.

That no hydrazine is obtained, when the reaction mix­
ture is boiled, is due to the hydrolysis of monobromoamine. 
This, most likely, is considerably more hydrolysed than 
monochloroamine. The reactions, therefore, which are dis­
astrous to the hydrazine yield, will proceed much more 
rapidly than in the case of monochloroamine, and the 
result will be a violent evolution of nitrogen.

The transformation of a hypobromite into a bromide and 
a bromate is also much faster than the corresponding trans­
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formation of a hypochlorite1. These properties, therefore, 
make sodium hypobromite quite unfit for the production of 
hydrazine.

In the reaction of a hypoiodite with ammonia the process is 
slightly different, as one of the iodoamines is slightly soluble 
and, therefore, more stable, when it is formed in a slightly 
alkaline solution, than the corresponding chlorine and 
bromine compounds. But the reaction of the hypoiodite 
and ammonia may be explained readily as a result of the 
hydrolysis of mono- and diiodoamine2. When a hypoiodite 
(or iodine) reacts with ammonia in excess, the first product 
of the reaction is probably monoiodoamine, NH2I, but, as 
this is strongly hydrolysed, the reaction is not complete, and 
the hypoiodite in the solution will gradually transform the 
monoiodoamine into the diiodoamine, NHI2, which is slightly 
soluble. The precipitate which is formed is the compound 
NHI2, or the compound N2H3I3 = NH2I, NHI2.3 The reac­
tions may be written:

nh3 + io-^nh2i+ oh-
NH2I + IO-^NHI2 + OH-.

If the solution is too alkaline, these equilibria a displaced 
so far to the left hand side, that no precipitation occurs, and 
the hypoiodite is then rapidly transformed into an iodate.

1 Skrabal: Monatsh. f. Chem. 28 (1907) 319; CB. 1907 II 372.
2 Selivanoff: B. 27. (1894) 443, 1012.
3 Bineau: Ann. Chim. Phys. (3) 15 (1845) 71; Raschig: Ann. 230 

(1885) 221, S & S pag. 34; Szuhay: B. 26 (1893) 1933; Selivanoff (1. c.); 
Gladstone: J. Chem. Soc. 4 (1851) 34; ibid. 7 (1854) 51; Millon: Ann. 
Chim. Phys. (2) 69 (1838) 88; Marchand: Ann. Chim. Phys. (2) 73 (1840) 
222; J. prakt. Chem. (1) 19 (1840) 1 ; Guyard: Comp. rend. 75 (1872) 210; 
Bunsen: Ann. 84 (1852) 1; Mallet: Amer. Chem. Jour. 1 (1880) 4; ibid. 
10 (1888) 322; Chattaway: J. Chem. Soc. 69 (1896) 1572; Chattaway & 
Orton: Amer. Chem. Jour. 23 (1900) 362, 369; ibid. 24 (1900) 159.
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Guyard (1. c.) has observed, that the closer the compo­
sition of the “nitrogen iodide” approaches the formula 
NHI.2, the less is it changed on washing with water. This 
indicates, that the compound NH2I is readily hydrolysed 
on washing with water, while the slightly soluble compound, 
NHI2, is not effected so much. However, when nitrogen 
iodide is treated with water for some time, it is transformed 
into ammonium iodide, ammonium iodate and some ele­
mentary iodine. This reaction is readily explained as the 
result of a hydrolysis, the transformation of the hypoiodite 
into an iodide and an iodate, and a consecutive reaction 
between some free hydriodic and iodic acid.1

Raschig (I. c.) has found, on treating nitrogen iodide with 
sodium hydroxide, that sodium nitrite is found among the 
reaction products. This is in agreement with the fact, that 
a nitrite is formed in the reaction of sodium hypochlorite 
with ammonia in the precense of a trace of a copper salt. 
Undoubtedly, the reactions of nitrogen iodide (viz. NHI3 or 
NH2I,NHI2) may be explained readily as results of its 
hydrolysis.

That no hydrazine is formed in the reaction of sodium 
hypoiodite with ammonia must be due to the considerable 
hydrolysis of the monoiodoamine. Such small quantities of 
hydrazine, which may be produced in a slow reaction 
between monoiodoamine and ammonia, are immediately 
oxidized by the hypoiodite in the solution. A heating of 
the reaction mixture to boiling does not help, as the velocity 
of the transformation of a hypoiodite into an iodide and 
an iodate is much greater than the corresponding trans­
formation of a hypobomite into a bromide and a bromate.

1 Serullas: Ann. Chim. Phys. (2) 42 (1829) 200; Millon (1. c.);Stas: 
Mem. Acad. Belg. 35 (1865) 3.
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S ii m m ary.
1) . It lias been investigated, if it would be possible to 

produce hydrazine in an electrolysis, with graphite electrodes, 
of a solution containing sodium chloride, sodium hydroxide, 
ammonia and gelatine. Only a trace ot hydrazine could 
be detected.

2) . The hydrazine formation in the reaction of sodium 
hypobromite with ammonia has been investigated. A trace 
of hydrazine may be detected in the cool reaction mixture, 
but after boiling, to remove the excess ammonia, the hydra­
zine has been destroyed.

3) . A laboratory method has been worked out for the 
production of hydrazine from chlorinated lime, soda, am­
monia and gelatine. It has been used in an educational 
laboratory with good results.

4) . The formation of monochloroamine, its decomposition 
and its reaction with ammonia has been discussed.

5) . The reaction of other hypolialogenites with ammonia 
has been discussed.

This work has been made in the Chemical Department A 
of the Polytechnical Institute, Copenhagen. It is a dear duty 
to me to express my hearty thanks to the late Director ot 
the Department, Professor, Dr. Jul. Petersen for the read­
iness, with which apparatus and chemicals were placed to 
my disposal.

Færdig fra Trykkeriet den 31. December 1934.
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1).  Introduction.

It has been shown by Serullas1 and by Nef2 that 
cyanogen chloride and cyanogen bromide are decomposed 

quantitatively into potassium cyanate and potassium halide 
by the action of potassium hydroxide. Iodine cyanide, how­
ever, is decomposed by potassium hydroxide with the for­
mation of potassium cyanide, potassium cyanate, potassium 
iodide and potassium iodate in variable proportions depen­
ding upon the concentration and the temperature of the 
reacting solutions.

This difference in behaviour may be due to a difference 
in the structure of the two substances, such as it is indi­
cated by the names, i. e. that in cyanogen bromide bro­
mine is the electronegative part of the molecule (CN+Br—), 
while in iodine cyanide the iodine forms the electropositive 
part of the molecule (i+CN-). This, however, without assu­
ming anything else concerning the structure of the two 
molecules.

The basic hydrolysis of cyanogen bromide might then 
result in the formation of a cyanate and a bromide, while 
iodine cyanide would give, as the first products of the 
reaction, a cyanide and a hvpoiodite. The hypoiodite, how­
ever, would for a part undergo a decomposition into an

1 Serullas. A. chim. phys. [2]. 35 (1827) 345.
2 Nef. A. 287 (1895) 316.

1*



4 Nr. 17. Max Moller:

iodide and an iodate and for a pari oxidize some of the 
cyanide into a cyanate.

As the transformation velocity of a hypoiodite into an 
iodate is known to lie very much greater than the velocity 
with which a hypobromite is transformed into a bromate, it 
might also be possible that the basic hydrolysis of cyanogen 
bromide yields a hypobromite and a cyanide as the first 
products of the reaction, bul that the liypobromite, which 
does not get lime to become transformed into a bromate, 
oxidizes the cyanide quantitatively into cyanate.

Dixon & Taylor1 have accepted the last point of view 
and formulate the reaction in the following manner:

K2O + =C=NBr -> KO—CK=NBr -> 
KBrO + KCN -> KOCN + KBr.

It should, however, also be born in mind that tautomeric 
changes, such as shown by hydrocyanic acid, are not ex­
cluded and may be the cause of the complexity of the 
basic hydrolysis of iodine cyanide.

2).  The Preparation of Cyanogen Bromide and its Purity.
The cyanogen bromide was prepared according to 

Scholl2 from sodium cyanide and bromine, and it was 
then purified and dried according to Steinkopf3 by distil­
lation over calcium chloride and metallic sodium.

The preparation and purification proceed smoothly and 
the product is perfectly pure.

1.3983 gram of cyanogen bromide was dissolved in a

1 Dixon & Taylor. Trans. Chem. Soc. 103 (1913) 974.
2 Scholl. B. 29 (1896) 1822. B. 41 (1908) 523.
3 Steinkopf. J. prak. Chem. 109 (1925) 347.
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100 ccs. volumetric ilask and the volume made up to the 
mark. This solution is 0.1320 molal.

10.00 ccs. of this solution were added to a mixture of 
2 grams of potassium iodide and 20 ccs. of a 5 °/o acetic acid, 
and the liberated iodine titrated with thiosulphate accor­
ding to Ch Attaway & Wadmore1. 26.98 ccs. of a 0.09783 N. 
sodium thiosulphate solution were consumed, and the cya­
nogen bromide solution thus is 0.1320 molal.

10.00 ccs. of the same cyanogen bromide solution were 
added to a cone, solution of sodium hydroxide (halogenfree, 
analytical reagent). After the decomposition nitric acid was 
added to acid reaction and then 37.10 ccs. of a 0.04397 N. 
solution of silver nitrate. After filtration and washing of 
the precipitate the excess of silver nitrate was found to be 
equivalent to 6.20 ccs. of a 0.04992 N. solution of potassium 
thiocyanate. The total consumption is therefore 30.06 ccs. 
of the 0.04397 N. silver nitrate solution. From this it is cal­
culated that the cyanogen bromide solution is 0.1322 molal.

10.00 ccs. of the same cyanogen bromide solution were 
runned into 20 ccs. of sodium hydroxide lye for ammonia 
distillation. After a while an excess of sulphuric acid 
was added, and the reaction mixture boiled to hydrolyse 
the cyanate. After cooling the mixture was made alkaline 
with sodium hydroxide, and the ammonia distilled over 
into 53.04 ccs. of a 0.02524 N. solution of hydrochloric acid. 
The excess of acid was found to be equivalent to 0.93 cc. 
of a 0.02035 N. solution of sodium hydroxide. The con­
sumption of acid is therefore 52.29 ccs. of a 0.02524 N. 
hydrochloric acid, and the cyanogen bromide solution is 
0.1320 molal.

The results of the three estimation methods are in
1 Chattaway & Wadmore. J. Cheni. Soc. SI (1902) 196.
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agreement and show that the substance is perfectly pure. 
Since the amount of ammonia obtained in the last experi­
ment is in agreement with the theoretical quantity, this 
experiment also shows that cyanogen bromide in a basic 
hydrolysis is transformed quantitatively into a cyanate.

3).  The Stability of Cyanogen Bromide.
When completely dry, such as it is on distillation over 

calcium chloride and metallic sodium, cyanogen bromide is 
able to keep for 1 to 17s month at ordinary temperature, 
even if the bottle is opened up now and then, and it keeps 
much longer in fused off phials.

If it contains moisture a decomposition soon sets in. 
Hydrogen bromide is evolved, and this catalyzes the poly­
merization of the undecomposed cyanogen bromide into 
cyanuric bromide, (BrCN)3, which is a white substance 
insoluble in water. However, simultaneously an orange­
yellow, water soluble, volatile substance is formed, which 
passes over with the cyanogen bromide on distillation and 
seems to induce a rapid decomposition. Only on distillation 
over metallic sodium may it be removed. When the orange­
yellow cyanogen bromide is dissolved in water and added 
with sodium hydroxide, sodium cyanide or hydrocyanic 
acid the orange-yellow colour disappears. There seems to 
be some evidence therefore, that the orange-yellow colour 
is due to traces of free bromine dissolved in the cyanogen 
bromide crystals. The formation of bromine may be due to 
that the reaction:

Br2 + HCN BrCN + Br~+ H +

is reversible, but with the equilibrium attained far to the 
right hand side. This will be taken up for discussion in a 
later paper.
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4).  The Molecular Weight of Cyanogen Bromide in the 
Gaseous State.

In a investigation on the Friedel-Craft’s reaction between 
benzene and cyanogen bromide Karrer & Zeller1 have 
found that the nitrile is readily formed with freshly prepared 
cyanogen bromide, while 3 weeks old cyanogen bromide 
does not react at all.

This behaviour might be due to a gradual polymerization, 
the final product of which is cyanuric bromide.

In a series of measurements with Victor Meyers apparatus 
applying cyanogen bromide of different ages, from freshly 
made to 17s month old preparations, all of which had shown 
no sign of decomposition (no fumes of hydrobromic acid 
and no discolouration), the following results were obtained:

Freshly made BrCN. Molecular weight 106.7
One week old 99 99 99 107.7
Two weeks; old 99 99 99 105.1
Three „ 99 99 99 99 107.8
Four „ 99 99 99 99 104.1
Six 99 99 99 99 107.8

Mean.. . 106.6. Theory 105.9.

These results do not indicate any polymerization in the
gaseous state.

5).  The Molecular Weight of Cyanogen Bromide in 
Aqueous Solution and the Electric Conductivity.
The polymerization, however, may be reversible at the 

temperature of the Victor Meyer apparatus (100°), and the 
molecular weight in aqueous solution was therefore estim­
ated by the freezing point method. For an about 2 months

Karrer & Zeller. Helv. Chim. Ac. 2 (1919) 484. 
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old preparation, which showed no sign of decomposition, 
the molecular weight was found to 100.7 as an average 
of 6 estimations.

This value is lower than the theoretical, such as it 
might also be expected from the fact that cyanogen bro­
mide is hydrolyzed by the action of water. The result, 
however, induced the wish to investigate the electric con­
ductivity of freshly made aqueous solutions of freshly made 
cyanogen bromide, to ascertain whether or not it under­
goes a reversible hydrolysis followed by an irreversible 
reaction.

0.2850 g of cyanogen bromide was dissolved to 250 ccs. 
with water at 25°, and the conductivity measured 8 minutes 
later and found to 2.73- 10“G. On subtraction of the con­
ductivity of the water, which was found to be 1.46- 10“6, 
this result gives a conductivity due to the cyanogen 
bromide of 1.27- 10_G, or a molecular conductivity of 0.118 
at 25°.

However, the conductivity of the solution gradually 
increases, and by plotting the corrected values (conductivity 
of solution 4- conductivity of water) the conductivity-time 
curve may be extrapolated to the moment the cyano­
gen bromide was added to the water, and it appears that 
this very closely and quite unstrained gives the conduc­
tivity zero. There is no indication of a reversible hydrolysis.

In the course of the measurements it appeared, that the 
conductivity varied quite regularly with the time, when the 
conductivity vessel remained quiet in the thermostate. On 
shaking the conductivity decreased instantaneously, but 
began immediately a slow increase as before. This effect, 
perhaps, may be due to a catalytic action of the platinum 
electrodes.
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6).  The Molecular Weight of Cyanogen Bromide 
in Benzene.

Since many substances show polymerization in benzene 
solutions, it was of interest to investigate the molecular 
weight of cyanogen bromide in benzene. This for the reason 
that Karrer & Zeller1 have worked with benzene solu­
tions, and also for the reason that benzene solutions of 
cyanogen bromide are applied in a following investigation, 
which will be published later.

1 (1. c.).

A series of freezing point estimations with freshly made 
cyanogen bromide in Beckmann’s apparatus and with pure, 
dehydrated (with metallic sodium), distilled benzene gave 
the results in table I.

Table I.
Benzene BrCN Freezing point Molecular
in grams in grams depression weight

14.90 0.2501 0.790° 109.0
16.02 0.1912 0.569 107.6
16.30 0.1504 0.437 108.3
15.23 0.1023 0.325 106.0
16.07 0.08791 0.261 107.5

Mean. . . 107.7

This table and the following have been calculated with 
a normal freezing point depression of 5.13° for one gram- 
molecule dissolved in 1000 grams of benzene.

Table II.
Benzene BrCN Freezing point Molecular
in grams in grams depression weight

15.89 0.2563 0.744° 111.2
16.04 0.1321 0.384 110.0
17.30 0.1011 0.273 109.8

Mean. . . 110.3
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The results for a two month old preparation, containing 
about 0.1 °/o of a substance which is insoluble in benzene 
(cyanuric bromide), are given in table II.

The results in table II are somewhat higher than the 
theoretical molecular weight (105.9), and the deviation is 
slightly higher than the experimental error. It may be due 
to a polymerization, but this can only be slight. The quan­
tity in per cent which had undergone such a polymerization 
should be:

m (110.3 — 105.9) 100 o m n - — •--------------------------= 3.99--------- .1 m —1 110.3 m —1

For a polymerization in which cyanuric bromide is 
formed the value of m is 3. Cyanuric bromide, however, 
is insoluble in benzene, while of the substance applied 
only 0.1 % is insoluble. Cyanuric bromide may exist in 
two modifications with different solubility, but it is more 
probable that m in the equation above is smaller than 3, 
i. e. m = 2. For this value of m we have:

p = 2-3.99 = 7.98.

This means that about 8 °/o of the cyanogen bromide 
should have undergone a polymerization with the formation 
of the molecule (BrCN)2.

Even if actually a polymerization of this type takes 
place, it does not explain the results of Karrer & Zellers 
(I. c.) experiments. They have probably used a preparation 
of cyanogen bromide which has not been perfectly de­
hydrated and therefore, in the course of some few weeks, 
has undergone a partial hydrolysis, with the formation of 
hydrobromic acid, and a partial polymerization to cyanuric 
bromide. When heated a rapid polymerization occurs, cata- 



Studies on Halogen-cyanides I. 11

lyzed by the hydrobromic acid, before the reaction with 
benzene sets in.

7).  The Basic Hydrolysis of Cyanogen Bromide.
For the question of the constitution of cyanogen bro­

mide an investigation of the basic hydrolysis is of import­
ance. If it could be proved that a hypobromite is an inter­
mediate product of the hydrolysis, this would indicate that 
the bromine atom is the electropositive part of the cyanogen 
bromide molecule, or that cyanogen bromide shows a case 
of tautomerism:

Br~CN+ Br+CN-

For this reason the basic hydrolysis of cyanogen bro­
mide was investigated in three cases, a) by the action of 
silver hydroxide, b) by the action of mercuric oxide and 
water, and c) by the action of sodium hydroxide.

a). The Basic Hydrolysis of Cyanogen Bromide 
by the Action of Silver Hydroxide.

Silver oxide was prepared from 10 grams of silver 
nitrate by precipitation with pure sodium hydroxide. The 
precipitate was washed very carefully and suspended in 
100 ccs. of water. The mixture was stirred with a rapidly 
rotating stirrer, and 2 grams of freshly made and pure 
cyanogen bromide added. The stirring was continued until 
no odour of cyanogen bromide could be observed. The 
mixture was filtered to remove the excess of silver oxide 
and the silver bromide, the silver cyanide and silver cyanate 
formed in the reaction.

To the filtrate was added nitric acid, and the mixture 
boiled for some time to transform into silver bromate and 
silver bromide any silver hypobromite which might have
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been formed. But not the slightest precipitate of silver bro­
mide was observed in several experiments, i. e. no silver 
hypobromite is formed, or it must have been transformed 
into silver bromate in the course of the hydrolysis. The 
nitric acid solution was boiled, therefore, with a solution of 
sulphurous acid, but no precipitate of silver bromide could 
be observed.

h). The Basic Hydrolysis of Cyanogen Bromide 
by the Action of Mercuric Oxide and Water.

Yellow mercuric oxide was suspended in water and 
cyanogen bromide was added with constant stirring, which 
was continued until no odour of cyanogen bromide could 
be observed. This, however, takes about 48 hours. The 
reaction thus proceeds very slowly and no trace of mercuric 
hypobromite or mercuric bromate could be detected.

c). The Basic Hydrolysis of Cyanogen Bromide 
by the Action of Sodium Hydroxide.

These experiments were made in order to estimate the 
reaction order and the velocity constant of the basic hydro­
lysis of cyanogen bromide.

The experiments were made in a flask with a wide 
neck of about 1800 ccs. capacity. It was fitted with a rubber 
stopper having a bore for a rotating stirrer fixed with an 
ordinary mercury valve to prevent the air from the outside, 
contaminated with carbon dioxide, to pass into the flask and 
to prevent the evaporation of cyanogen bromide. The stopper 
had also a bore for a glass tube down to the bottom of 
the flask. This lube was used for an aeration of the content 
with air freed from carbon dioxide and for taking out samples. 
Further, the stopper had a bore fitted with a short, wide 
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glass tube ordinarely closed with a rubber stopper. This 
was used for adding one of the reacting substances to the 
other in the reaction flask. Finally the stopper had a bore 
for a soda-lime tube.

As the sodium hydroxide solutions, which were applied 
in these experiments, are very dilute, it is necessary to be 
very carefull not to get a great percentic contamination 
with carbonate by exposure to the laboratory air.

The sodium hydroxide solutions for the kinetic experi­
ments were made from a concentrated, carbonate-free sodium 
hydroxide lye with aerated waler. The sodium hydroxide 
lye was made by the method of Sörensen1, and according 
to Bjerrum2 such a solution contains only about 0.5 equi­
valent of carbonate per 100 equivalents of sodium hydroxide.

1 Sörensen. Comp. rend. Lab. Carlsberg. Copenhagen. 8 (1909) 36.
2 Bjerrum. Det kgl. danske Videnskab. Selsk. math.-fysiske Medd. 

IX, 1. 85.

The standard solution was estimated by means of pure 
sodium carbonate (through a hydrochloric acid titration) 
and by means of potassium biphthalat to be 0.4559 N. All 
other sodium hydroxide solutions were made from this by 
dilution.

The experiments were made in the following manner: 
A certain quantity of aerated water (calculated to have the 
desired volume at 0°) was weighed out in the reaction flask. 
The stopper with the stirrer was fixed and the flask placed 
in a water-ice mixture. Air, freed from carbon dioxide by 
passing through tubes with soda-lime, was bubbled through 
a gas washing flask filled with pure water and placed 
in the ice-water mixture, and then through the water in the 
reaction flask. This aeration was continued for 3 hours. 
A calculated volume of the standardized sodium hydroxide 
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solution was now added and the mixture stirred from time 
to time to bring the temperature of the solution down to 
zero again.

The cyanogen bromide solution was made by weighing 
out a certain quantity of pure, freshly made cyanogen 
bromide in a small phial, dropping the content into a 
measuring flask with pure, ice-cold water and again weigh­
ing the phial with adhering crystals. The solution was 
made up to the desired volume, cooled to zero and then 
standardized by the method of Chattaway & Wadmore 
(l. c.).

A velocity experiment was started by rapidly rotating 
the stirrer in the reaction flask, and adding the desired 
volume of cyanogen bromide solution. The stirring was 
continued for about 2 min. after the addition of cyanogen 
bromide, when the first sample was taken out. The pipettes 
employed were surrounded by a wide glass lube containing 
ice and water. The reaction was stopped short by running 
the sample into a mixture of 20 ccs. of a 5 percentic acetic 
acid and 2 grams of potassium iodide, however, if the 
volume of the sample exceeded 100 ccs. the quantities of 
acetic acid and potassium iodide were doubled.

The time was calculated from the moment when the half 
of the first sample had been added to the stop-short mixture, 
and until the half of one of the following samples had been 
stopped short.

The results of a series of measurements are given in 
table III. Here x is the quantity in grammolecules of the 
cyanogen bromide which has reacted to the time t, while 
a is the initial concentration of cyanogen bromide, and b 
the initial concentration of sodium hydroxide.

If the velocity is expressed by means of the equation:
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— = K • (a — x) • (b — 2 x)

this gives for K, the velocity constant, the following value:

K =
2.303 a(b —2x) 

t-(b-2a)’1Og b(a -x) '

Table III.

The alkaline hydrolysis of cyanogen bromide by sodium 
hydroxide. Temperature 0° C.

Initial concentration of cyanogen bromide 0.0006006 molal.
Initial concentration of sodium hydroxide 0.004545 molal.

t sec.

0

ccs. taken
out

100

ccs. NagSoCh
0.01016N

10.88

BrCN 
(a —x)104

5.527

NaOH
X’10°(b-2x)103 K104

0.479 4.449
184 100 10.27 5.221 0.785 4.388 704 not included

in mean.
439 100 9.20 4.647 1.359 4.273 905
778 100 8.02 4.075 1.931 4.159 912

1382 200 12.66 3.215 2.791 3.987 935
2275 200 9.20 2.340 3.666 3.812 926
3209 200 6.69 1.699 4.307 3.684 924
4390 200 4.56 1.158 4.848 3.575 917
5600 200 3.08 0.7836 5.222 3.501 917
7430 200 1.75 0.4444 5.561 3.433 914

QO 0.000 0.0000 6.006 3.344
Mean. . . 920

The values of K have been calculated and are given 
in the table.

It appears from the results in the table (and from many 
other similar experiments) that the values of K, calculated 
by means of the formula given above, are faily constant 
when the initial period is excepted. In a series of experi­
ments with various concentrations of cyanogen bromide and 
sodium hydroxide the average value of K-104 was found 
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to 930 at 0° C., when in all cases the initial value was ex­
cluded. The results are given in table IV.

Table IV.
NaOH
N • 103

BrCN
M • 104 K • 104

4.559 6.183 919
4.559 6.471 935
4.449 5.527 920
4.545 3.201 935
3.102 3.507 937
3.092 3.417 923
7.021 3.527 929
7.030 3.511 938

Mean. . 930

The reaction undouhtly consists of two consecutive 
reactions, one of which proceeds exceedingly fast, while the 
other proceeds with a measurable velocity, the velocity which 
defines the reaction velocity of the entire reaction.

The structural formula of cyanogen bromide may be 
either Br—C=N, or, with divalent carbon, such as it has 
been proposed by Nef1, Br—N=C. The reaction, therefore, 
may be explained either by the scheme:

Br—C=N + OH“ -> Br- + HO-C=N (slow)
HO—C=N + OH- -> H2O + OCN- (very fast),

or by the scheme:

Br—N=C + OH~-> Br—N=C—OH- (slow)
Br—N=C—OH-+ OH--> Br~+ N=C-O--f- H2O (very fast).

Cyanogen bromide may also exist in tautomeric forms, 
and the transformation of one to the other may be the

1 (1. c.). 
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reason why the experiments show an initial disturbance, 
with a reaction velocity slower than in the later stages 
of the reaction.

A final conclusion as to the mechanism of the reaction 
cannot be drawn, and a further discussion of the problem 
will be taken up in a later paper in the connection with 
the alkaline hydrolysis of iodine cyanide.

8).  Conclusions.
1) . Il has been shown, that cyanogen bromide may be 

prepared in a very pure state by Scholl’s method and a 
following distillation over calcium chloride and metallic 
sodium.

2) . That pure cyanogen bromide is fairly stable when 
it is kept in the dry state, and that moisture produces a 
hydrolysis with the formation of hydrobromic acid, which 
catalyzes the polymerization of cyanogen bromide into cyan­
uric bromide. Simultaneously very small quantities of an 
orange substance are formed, which seems to be free bromine.

3) . Pure cyanogen bromide, which has not started to 
undergo a slight hydrolysis by the action of the moisture 
of the air, does not show any sign of polymerization. The 
molecular-weight in gaseous state, in aqueous solution and 
in benzene solution has the theoretical value.

4) . From the conductivity of freshly made solutions of 
cyanogen bromide it may be concluded, that no reversible 
hydrolysis lakes place to any measurable extent in the 
aqueous solution.

5) . In the alkaline hydrolysis of cyanogen bromide no 
hypobromite can be detected as an intermediate product 
of the reaction.

Vid. Selsk. Math.-fys. Medd. XII. 17.
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6).  The alkaline hydrolysis of cyanogen bromide pro­
ceeds as a process of two consecutive reactions, one of 
which has a great reaction velocity, while the other proceeds 
slowly enough to be measured. The reaction further shows 
an initial disturbance, which may be due to a tautomeric 
change in the cyanogen bromide molecule.

This investigation has been made in the Kent Chemical 
Laboratory of the University of Chicago, and it is a dear 
duty to me to express my thanks to the Head of the 
Department Professor Dr. Julius Stieglitz for the readiness, 
with which materials were placed to my disposal.

Færdig fra Trykkeriet den 21. December 1934.


